
MAT 721: Algèbre non commutative

Chapitre I: Algèbres

1.1 Définitions et exemples

Dans notre terminologie, un anneau R admet toujours un élément identité 1R et un

R-module à droite M est toujours unifère, c’est-à-dire, x · 1R = x pour tout x ∈ R.

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un anneau commutatif. Dans ce cas, un K-module

à gauche est aussi un K-module à droite.

1.1.1. Définition. Une algèbre sur K (ou K-algèbre) est un anneau A = (A, +, ·) muni

d’une multiplication externe • : K × A → A : (α, a) 7→ α • a telle que

(1) (A, +, •) est un K-module.

(2) Pour tous a, b ∈ A et α ∈ K, on a α • (a · b) = (α • a) · b = a · (α • b).

De plus, on dit que A est une K-algèbre commutative si a · b = b · a pour tous a, b ∈ A.

Exemples. (1) IC est une IR-algèbre commutative.

(2) Soient a, b ∈ IR avec a < b. Alors l’ensemble C[a, b] des fonctions continues définies

sur [a, b] est une IR-algèbre commutative.

(3) Soit n ≥ 1 un entier. L’ensemble Mn(K) des matrices carrées sur K est une K-

algèbre. On voit que Mn(K) est commutative si, et seulement si, n = 1. En particulier, K

est K-algèbre commutative.

(4) L’ensemble K[t] des polynômes à une indéterminée t à coefficients dans K est une

K-algèbre commutative.

(5) Soit M un K-module. Alors l’ensemble EndK(M) des applications K-linéaires de M

dans M est une K-algèbre.

Remarques. (1) Soit A = (A, +, ·) un anneau.

(1) A est une ZZ-algèbre pour la multiplication externe suivante:

n • a =





(n fois)︷ ︸︸ ︷
a + · · ·+ a, si n > 0

0, si n = 0
(−n fois)︷ ︸︸ ︷

(−a) + · · · (−a), si n < 0.

(2) Le centre R = {x ∈ A |x ·a = a ·x, pour tout a ∈ A} est un sous-anneau commutatif

de A. On voit que A est une algèbre sur R.
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1.1.2. Définition. Soit A une K-algèbre. Une partie B de A s’appelle sous-algèbre si

les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) 1A ∈ B.

(2) B est un sous-anneau de l’anneau (A, +, ·).
(3) B est sous-module du K-module (A, +, •).

Dans ce cas, B lui-même est une K-algèbre.

Exemples. (1) Soit C1[a, b] l’ensemble des fonctions différentiables définies sur [a, b],

alors C1[a, b] est une sous-algèbre de C[a, b].

(2) L’ensemble Dn[K] des matrices diagonales d’ordre n sur K est une sous-algèbre de

Mn(K).

(3) K1A = {α1a | α ∈ K} est une sous-algèbre de A.

1.1.3. Proposition. Soit A une K-algèbre. Alors le centre

Z(A) = {a ∈ A | ab = ba, pour tout b ∈ A}

est une sous-algèbre de A contenant K1A.

Soit K un corps. Alors une K-algèbre A est un K-espace vectoriel dont la dimension

s’appelle la dimension de A. On dit que A est de dimension finie si dimKA < ∞ et de

dimension infinie sinon.

Exemples. (1) On voit que IC est une IR-algèbre de dimension deux, et C[a, b] est une

IR-algèbre de dimension infinie.

(2) Soit K un corps commutatif. Alors Mn(K) est une K-algèbre de dimension n2 et

K[t] est une K-algèbre de dimension infinie.

Soient K un corps et A une K-algèbre de dimension finie ayant pour K-base {a1, . . . , an}.
Alors

ai · aj =
n∑

k=1

αk
ijak, αk

ij ∈ K.

On voit que la multiplication de A est uniquement déterminée par les scalaires αk
ij, i, j, k =

1, . . . , n, qui sont appelés les constantes de structure de A par rapport à la base {a1, . . . , an}.

Le résultat suivant nous dit comment faire d’un K-espace vectoriel de dimension finie

une K-algèbre.

1.1.4. Proposition. Soit K un corps et soit A un K-espace vectoriel ayant pour base

{a1, · · · , an}. On défini d’abord aiaj ∈ A pour touts 1 ≤ i, j ≤ n, et ensuite on prolonge aux
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éléments de A par la distributivité. Si (aiaj)ak = ai(ajak), pour tous 1 ≤ i, j, k ≤ n, alors A

devient une K-algèbre.

Exemples. (1) IH = {a + bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ IR} est un IR-espace ayant pour une

base {1, i, j, k}. On voit que la multiplication

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

est associative. Donc IH devient une IR-algèbre, s’appelle algèbre des quaternions d’Hamilton,

si l’on prolonge la multiplication par la distributivité.

(2) Soient K un corps et G un groupe fini. Alors

KG = {
∑
g∈G

αgg, αg ∈ K}

est un K-espace ayant pour une base G. Comme la multiplication de G est associative, KG

devient une K-algèbre, s’appelle algèbre du groupe, si l’on prolonge la multiplication de G

aux éléments de kG par la distributivité.

Soit K un corps et soit A une K-algèbre. Dans ce cas, on peut identifier α ∈ K avec

α • 1A. De cette manier, on peut considérer K comme une sous-algèbre de A contenue dans

le centre de A. On dit que A est un sur-corps de K si tout élément non nul de A admet un

inverse.

Exemple. IH est un sur corps de IR de dimension 4. En effet,

(a + bi + cj + dk)(a− bi− cj − dk) = a2 + b2 + c2 + d2.

1.1.5. Théorème. Soit K un corps algébriquement clos. Si A est un sur corps de K de

dimension finie, alors A = K.

Démonstration. D’abord, on a K ⊆ A. Soit a ∈ A. Si dimKA = n, alors {1, a, . . . , an}
est liée. Ainsi il existe des scalaires αn, · · · , α1, α0, non tous nuls, tels que αna

n + · · · +
α1a + α0 = 0. Ainsi f(t) = αnt

n + · · · + α1t + α0 est un annulateur de a. Soit m(t) =

tm + βm−1t
m−1 + · · · + β1t + β0 avec m ≥ 1 le polynôme minimal de a. Comme A est un

sur corps de K, on voit que m(t) est irréductible sur K. Comme K est algébriquement clos,

m = 1. Ainsi a = −β0 ∈ K.

1.2. Idéaux et algèbres simples

Partout dans cette section, on se fixe K un anneau commutatif et A une K-algèbre.
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1.2.1. Définition. Un idéal à gauche (respectivement, à droite, bilatère) de l’anneau A

s’appellent idéal à gauche (respectivement, à droite, bilatère) de l’algèbre A.

Par exemple, 0 et A sont deux idéaux bilatères.

Remarque. Un idéal à gauche ou à droite de A est un sous-module du K-module

(A, +, •).

1.2.2. Proposition. Si {Iλ |λ ∈ Λ} est une famille d’idéaux à gauche (respectivement,

à droite, bilatère) de A, alors l’intersection ∩λ∈ΛIλ et la somme
∑

λ∈Λ Iλ sont des idéaux à

gauche (respectivement, à droite, bilatère).

1.2.3. Proposition. Soit A une K-algèbre avec I un idéal bilatère. Alors

A/I = {a = a + I | a ∈ A}
est une K-algèbre, appelée le quotient de A modulo par I.

1.2.4. Proposition. Soient I un idéal bilatr̀e de A.

(1) Si J est un idéal à gauche (respectivement, à droite, bilatère) de A, alors J/I =

{a + I | a ∈ J} l’est aussi. En outre, J/I = (J + I)/I.

(2) L’application J 7→ J/I donne une bijection de l’ensemble des idéaux à gauche (re-

spectivement, à droite, bilatère) contenant I de A sur l’ensemble des idéaux à gauche (re-

spectivement, à droite, bilatère) de A/I, qui préserve l’ordre d’inclusion.

1.2.5. Définition. Une K-algèbre A est dite simple s’il n’a pas d’idéal bilatère propres.

Exemple. Si K est un corps, alors tout sur-corps de K est simple.

Remarquons, pour tout n ≥ 1, que l’ensemble Mn(A) des matrices carrées d’ordre n sur

A est une K-algèbre.

1.2.6. Théorème. Soit D un sur-corps de K. Alors pour tout n ≥ 1, Mn(D) est une

K-algèbre simple. En particulier, Mn(K) est simple.

Démonstration. Pour tous 1 ≤ i, j ≤ n et d ∈ D, désignons par eij(a) ∈ Mn(D) dont

le (i, j)-terme est a et les autres termes sont tous nuls. Alors

eij(a) · ekl(b) =

{
eil(ab), si j = k

0, si j 6= l.

Soit I un idéal bilatère non nul de Mn(D). Prenons B = (bij)n×n ∈ I telle que brs 6= 0

pour certains 1 ≤ r, s ≤ n. Remarquons B =
∑

1≤k,l≤n ekl(bkl). Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a

I 3 eir(1D) ·B · esi(1D) =
∑

1≤k,l≤n

bkleir(1D)ekl(bkl)esi(1D) = eii(brs),
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et donc eii(1D) = eii(brs)eii(b
−1
ii ) ∈ I. Ainsi I = Mn(D). Ceci achève la démonstration.

1.3. Homomorphismes d’algèbres

Partout dans cette section, on se fixe K un anneau commutatif.

1.3.1. Définition. Soit φ : A → B une application de K-algèbres. On dit que φ est un

homomorphisme si pour tous a, b ∈ A et α ∈ K,

(1) φ(a + b) = φ(a) + φ(b).

(2) φ(ab) = φ(a)φ(b).

(3) φ(α • a) = α • φ(a).

(4) φ(1A) = 1B.

En outre, on dit que φ est un anti-homomorphisme si φ satisfait aux conditions (1), (3),

(4), et la condition que φ(ab) = φ(b)φ(a), pour tous a, b ∈ A.

De plus, un isomorphisme (ou anti-isomorphisme) de K-algèbres est un homomorphisme

(ou anti-homomorphisme) bijectif. Dans ce cas, son inverse est également un homomor-

phisme (ou anti-homomorphisme).

1.3.2. Lemme Soit φ : A → B un homomorphisme de K-algèbres.

(1) Im(φ) est une sous-algèbre de B.

(2) Ker(φ) = {a ∈ A | φ(a) = 0B} est un idéal bilatère de A.

(3) φ est injectif si, et seulement si, Ker(φ) = 0.

Exemple. Si I est un idéal bilatère d’une K-algèbre A, alors

π : A → A : a → a = a + I

est un homomorphisme surjectif, appelé projection canonique, dont le noyau est I.

1.3.3. Théorème. Soit φ : A → B un homomorphisme de K-algèbres. Soient I un

idéal bilatère de A tel que I ⊆ Ker(φ) et π : A → A/I la projection canonique. Alors

il existe un unique homomorphisme φ̄ : A/I → B tel que φ = φ̄π, Im(φ̄) = Im(φ), et

Ker(φ̄) = Ker(φ)/I. Par conséquent, φ̄ est surjectif si et seulement si φ est surjectif, et φ̄ est

injectif si et seulement si I = Ker(φ).

1.3.4. Corollaire. Si A → B est un homomorphisme surjectif de K-algèbres, alors

B ∼= A/Ker(φ).

Exemple. Soient K un corps et K[t] l’algèbre des polynômes. On se fixe α ∈ K. Alors

φα : K[t] → K : f(t) 7→ f(α)
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est un homomorphisme surjective d’algèbres. Or pour tout f(t) ∈ K[t], on a f(t) ∈ Ker(φ)

si, et seulement si, f(α) = 0 si et seulement si f(t) = (t − α)g(t) avec g(t) ∈ K[t]. Ainsi

Ker(φ) = (t− α)K[t]. D’où K[t]/(t− α)K[t] ∼= K.

1.3.5. Corollaire. Soient I, J des idéaux bilatères de A avec I ⊆ J . Alors

(A/I)/(J/I) ∼= A/J.

Démonstration. Considérons la projection canonique π : A → A/J . Comme I ⊆
J = Ker(π), il existe homomorphisme surjectif π̄ : A/I → A/J de noyau J/I. Ainsi

A/J ∼= (A/I)/(J/I). Ceci achève la démonstration.
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Chapitre II: Modules sur une algébre

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

2.1. Modules

2.1.1. Définition. Un A-module à droite est un module à droit (M, +, ·) sur l’anneau

sous-jacent de A muni d’une multiplication externe

• : K ×M 7→ M : (α, x) 7→ α • x

telle que

(1) (M, +, •) est un K-module.

(2) Pour tous α ∈ K, a ∈ A, x ∈ M , on a α • (x · a) = (α • x) · a = x · (αa).

De même, on définit un A-module à gauche.

Exemple. (1) A est un module à droite et un module à gauche sur lui-même, noté AA

et AA respectivement.

(2) Même si IH n’est pas une IC-algèbre, IH est un module à gauche sur la IR-algèbre IC.

(3) Soit A = Mn(K). Alors K(n) est un A-module à gauche, et Kn est un A-module à

droite.

(4) Soit M un K-module. On se fixe φ un K-endomorphisme de M . Alors M devient un

module à gauche sur K[t] si pour tous f(t) ∈ K[t] et x ∈ M , on définit f(t) · x = f(φ)(x).

2.1.2. Définition. Soit M un A-module à droite. Un sous-ensemble N de M est un

sous-module si pour tous x, y ∈ N et a ∈ A, on a x + y ∈ N et x · a ∈ N . Dans ce cas,

α • x ∈ N pour tous α ∈ K et x ∈ N . Ainsi N lui-même est un A-module à droite.

Exemples. (1) 0,M sont des sous-modules de M .

(2) Pour tout x ∈ M , on a xA = {xa | a ∈ A} est un sous-module de M .

(3) Les sous-modules de AA sont les idéaux à droite de A, et les sous-modules de AA sont

les idéaux à gauche de A.

Dès maintenant, dans la plupart des cas, on énoncera les notions et les résultats pour les

A-modules sans spécifier à droite ou à gauche.

Une famille {Nλ | λ ∈ Λ} d’ensembles est une châıne si pour tous λ, µ ∈ Λ, soit Nλ ⊆ Nµ

soit Nµ ⊆ Nλ.
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2.1.3. Proposition. Soient M un A-module et N = {Nλ | λ ∈ Λ} une famille de

sous-modules de M . Alors

(1) ∩λ∈ΛNλ et
∑

λ∈Λ Nλ sont des sous-modules de M .

(2) Si N est une châıne, alors ∪λ∈ΛNλ est un sous-module de M .

2.1.4. Définition. Soient M un A-module et X ⊆ M . L’intersection des sous-modules

de M contenant X s’appelle le sous-module engendré par X, noté < X >. Par définition,

< X > est le plus petit sous-module de M contenant X.

2.1.5. Lemme. Soient M un A-module à droite et X ⊆ M . Alors < X >= 0 si X = ∅;
et < X >=

∑
x∈X xA sinon.

On dit qu’un A-module M est de type fini s’il existe une famille finie X telle que M =<

X >; et cyclique s’il existe un élément x ∈ M tel que M =< x >. Par exemple, AA et AA

sont cycliques.

2.1.6. Définition. Soit M un A-module. Un sous-module N de M est dit maximal si

N 6= M et il n’existe pas de sous-module L de M tel que N ⊂ L ⊂ M .

Exemple. Soit K un corps. Si α ∈ K, alors < t− α >= {(t− a)f(t) | f(t) ∈ K[t]} est

un sous-module maximal de K[t]K[t].

2.1.7. Définition. Soit M un A-module non nul de type fini. Si N est un sous-module

de M tel que N 6= M , alors N est contenu dans un sous-module maximal de M .

Démonstration. Supposons M =< x1, . . . , xn >. Soit F la famille des sous-modules

P de M tels que N ⊆ P ⊂ M . Alors N ∈ F . Soit {Pλ | λ ∈ Λ} une châıne d’éléments

de F . Alors P = ∪λ∈ΛPλ est un sous-module de M contenant N . Supposons que P = M .

Alors xi ∈ Pλi
pour un λi ∈ Λ. Or on peut supposer que Pλ1 ⊆ Pλ2 ⊆ · · · ⊆ Pλn , car

{Pλ | λ ∈ Λ} est une châıne. Donc x1 · · · , xn ∈ Pλn . En conséquence, M ⊆ Pλn , et donc

M = Pλn , une contradiction. Ainsi P ∈ F . D’après le lemme de Zorn, F admet un élément

maximal, disons P0. Alors N ⊂ P0. Si L est un sous-module de M tel que P0 ⊂ L ⊆ M ,

alors L 6∈ F . Donc L = M , c’est-à-dire, P0 est un sous-module maximal de M . Ceci achève

la démonstration.

2.1.8. Corollaire. L’algèbre A admet au moins un idéal maximal à droite et au moins

un idéal maximal à gauche.

Soit K un corps. Alors tout A-module est un K-espace vectoriel. On dit qu’un A-module

M est de dimension finie si dimKM est finie; et de dimension infinie sinon.

2.1.9. Proposition. Soit K un corps.
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(1) Tout A-module de dimension finie est de type fini.

(2) Si A est de dimension finie, alors un A-module est de type fini si, et seulement si, il

est de dimension finie.

Démonstration. (1) Soit M un A-module à droite de dimension n. Alors M a pour

une K-base {x1, . . . , xn}. Donc tout x ∈ M s’écrit comme x = α1x1 + · · ·αnxn avec αi ∈ K.

Ainsi x ∈< x1, . . . , xn >. Ceci donne M =< x1, . . . , xn >.

(2) Supposons que A est de dimension finie ayant pour K-base {a1, . . . , am}. Si M est

un A-module à droite de type fini, disons M =< y1, · · · , yn >. Alors pour tout x ∈ M,x =∑n
i=1 yibi, bi ∈ A. Or bi =

∑m
j=1 ajαij, αij ∈ K. Ceci donne x =

∑n
i=1

∑m
j=1(yiaj)αij. En

tant que K-espace vectoriel, M est engendré par {yiaj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}. Donc M est

de dimension finie. Ceci achève la démonstration.

Exemple. Considérons l’algèbre K[t] des polynâmes sur un corps commutatif K. Alors

le K[t]-module K[t]K[t] est de dimension infinie, mais il est de type fini.

2.1.10. Lemma. Soit M un A-module. Si N est un sous-module de M , alors

M/N = {x = x + M | x ∈ M}

est un A-module, appelé le quotient de A modulo par N .

2.1.11. Proposition. Soient M un A-module et N un sous-module de M .

(1) Si L est un sous-module de M , alors L/N = {x + N |x ∈ L} l’est aussi. En outre,

L/N = (L + N)/N.

(2) L’application L 7→ L/N donne une bijection de l’ensemble des sous-modules de M

contenant N sur l’ensemble des sous-modules de M/N , qui préserve l’ordre d’inclusion.

Pour terminer cette section, on donnera une autre interprétation de A-modules.

Si K est un corps, alors un homomorphisme ρ : A → Mn(K) de K-algèbres s’appelle une

représentation de A de dimension n. Remarquons que Mn(K) est isomorphe à l’algèbre des

K-endomorphismes de K(n).

2.1.12. Définition. Soit M un K-module. Une représentation de A sur M est un

homomorphisme ρ : A → EndK(M) de K-algèbres.

2.1.13. Proposition. Soit M un K-module. Alors donner M une structure de A-

module à gauche est équivalent à donner une représentation de A sur M .

Démonstration. Supposons que ρ : A → EndK(M) : a → ρ(a) est une représentation

de A sur M . Pour tous a ∈ A et x ∈ M , on définit a · x = ρ(a)(x). On peut vérifier que M

devient un A-module à gauche pour cette multiplication externe.
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Réciproquement, supposons que M est un A-module à gauche. Pour tout a ∈ A, on voit

que ρ(a) : M → M : x 7→ a · x est K-linéaire. De plus, ρ : A → EndK(M) : a → ρ(a) est un

homomorphisme de K-algèbres. Ceci achève la démonstration.

Remarque. De même, on voit que donner M une structure de A-module à droite est

équivalent à donner un anti-homomorphisme de K-algèbres de A dans EndKM .

Soient M un A-module à gauche et I un idéal bilatère. On dit que M est annulé par I

si IM = 0. C’est le cas si, et seulement si, I est contenu dans le noyau de la représentation

de A sur KM . En particulier, l’annulateur de M

ann(M) = {a ∈ A | ax = 0 pour tout x ∈ M}

est le noyau de la représentation de A sur M correspondante.

2.1.14. Proposition. Soit I un idéal de A.

(1) Si M est un A-module à gauche annulé par I, alors M est un A/I-module à gauche

si l’on définit (a + I)x = ax, pour tous x ∈ M et a + I ∈ A/I.

(2) Si N est un A/I-module, alors N est un A-module à gauche annulé par I si l’on

définit ay = (a + I)y, pour tous y ∈ N, a ∈ A.

En somme, on peut identifier les A/I-modules à gauche comme les A-modules à gauche

annulés par I.

Démonstration. Soit π : A → A/I la projection canonique.

(1) Soit ρ : A → M la représentation correspondante à la structure de A-module à gauche

de M . Comme I ⊆ Ker(ρ), il existe un homomorphisme ρ̄ : A/I → M de K-algèbres tel que

ρ = ρ̄π. Or ρ̄ donne à M une structure de A/I-module à gauche telle que (a + I)x = ax,

pour tous x ∈ M et a + I ∈ A/I.

(2) Soit σ : A/I → N la représentation correspondante à la structure de A/I-module

à gauche de N . Alors δ = σπ : A → N est une représentation de A sur N dont le noyau

contient I. Donc δ donne à N une structure de A-module à gauche telle que ay = (a + I)y,

pour tous y ∈ N et a ∈ A. Ceci achève la démonstration.

2.2. Homomorphismes de modules

On se fixe K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

2.2.1. Définition. Soient M, N des A-modules à droite. Une application f : M → N

s’appelle homomorphisme de A-modules (ou application A-linéaire) si pour tous x, y ∈ M

et a ∈ A, on a f(x + y) = f(x) + f(y) et f(xa) = f(x)a. Dans ce cas, f(αx) = αf(x) pour
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tous α ∈ K, x ∈ M . Si, de surcrôıt, f est bijectif, alors il s’appelle un isomorphisme. Dans

ce cas, f−1 est également un isomorphisme.

Un homomorphisme (respectivement, isomorphisme) de M dans M s’appelle endomor-

phisme (respectivement, automorphisme) de M .

Remarque. Soient M et N des A-modules à gauche qui corréspondent aux représentations

ρ : A → M et δ : A → N respectivement. Alors une application K-linéaire f : M → N

est A-linéaire si et seulement si f ◦ ρ(a) = δ(a) ◦ f pour tout a ∈ A, si et seulement si

f ◦ ρ(ai) = δ(ai) ◦ f pour tout 1 ≤ i ≤ r lorsque A admet une K-base a1, . . . , ar.

2.2.2. Définition. Soit f : M → N un homomorphisme de A-modules.

(1) Ker(f) = {x ∈ M | f(x) = 0} est un sous-module de M , appeleé le noyau de f .

(2) Im(f) = {f(x) | x ∈ M} est sous-module de N et Coker(f) = N/Im(f) s’appelle le

co-noyau de f .

Exemples. (1) Soit N un sous-module de M . Alors l’inclusion i : N ↪→ M : x 7→ x et

la projection canonique p : M → M/N : x 7→ x + N sont des homomorphismes avec M/N

le co-noyau de i et N le noyau de p.

(2) Il est évident que

A(n) = {




a1

...

an


 | ai ∈ A}

est un A-module à droite. Soit M un A-module à droite. Si x1, . . . , xn ∈ M , alors

l’application,

(x1 · · · xn)• : A(n) → M :




a1

...

an


 7→ (x1 · · · xn)




a1

...

an


 = x1a1 + · · ·+ xnan,

la multiplication à gauche par la matrice (x1 · · · xn), est un homomorphisme. On voit qu’elle

est surjective si et seulement si M est engendré par x1, . . . , xn. En outre, son noyau est

P = {




a1

...

an


 ∈ A(n) | x1a1 + · · ·+ xnan = 0}.

2.2.3. Proposition. Soit f : M → N un homomorphisme de A-modules. Alors

(1) f est injectif si, et seulement si, Ker(f) = 0 si, et seulement si, pour tout homomor-

phisme de A-modules g : L → M , f ◦ g = 0 entrâıne g = 0.
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(2) f est surjectif si, et seulement si, Coker(f) = 0 si, et seulement si, pour tout homo-

morphisme de A-modules g : N → L, g ◦ f = 0 entrâıne g = 0.

Démonstration. (1) Supposons f est injectif. Si g : L → M tel que f ◦ g = 0,

alors f(g(y)) = 0 pour tout y ∈ L. Ainsi g(y) ∈ Ker(f). Ainsi g(y) = 0. Donc g = 0.

Réciproquement, supposons que f ◦ g = 0 entrâıne g = 0 pour tout g : L → M . Considérons

l’inclusion i : Ker(f) ↪→ M : x 7→ x. On a f ◦ i = 0. Donc i = 0 par hypothèse. En

conséquence, Ker(f) = 0. Donc f est injectif.

(2) Supposons f est surjectif. Soit g : N → L tel que g◦f = 0, alors g(N) = (gf)(M) = 0.

Ainsi g = 0. D’autre part, supposons que g ◦ f = 0 entrâıne g = 0 pour tout g : N → L.

Comme la projection canonique p : N → N/Im(f) est telle que pf = 0, on a p = 0. Ainsi

N = Im(f), c’est-à-dire, f est surjectif. Ceci achève la démonstration.

2.2.4. Théorème. Soit f : M → N un homomorphisme de A-modules. Soient L un

sous-module de M tel que L ⊆ Ker(f) et p : M → M/L la projection canonique. Alors

il existe un unique homomorphisme f̄ : M/L → N tel que f = f̄p, Im(f̄) = Im(f), et

Ker(f̄) = Ker(f)/L. Par conséquent, f̄ est surjectif si et seulement si f est surjectif, et f̄ est

injectif si et seulement si L = Ker(f).

2.2.5. Corollaire. Si f : M → N est un homomorphisme surjectif de A-modules, alors

N ∼= M/Ker(f).

2.2.6. Corollaire. Un A-module à droite M est cyclique si, et seulement si, il existe un

idéal à droite I de A tel que M ∼= A/I.

Démonstration. Si M est cyclique, alors M = xA pour un x ∈ M . Évidemment

f : A → M : a 7→ xa est A-linéaire et surjective. Ainsi I = Ker(f) est un idéal à droite de

A tel que M ∼= A/I. D’autre part, si I un idéal à droite de A, alors A/I =< 1A + I > A est

cyclique. Par conséquent, M ∼= A/I l’est aussi. Ceci achève la démonstration.

2.2.7. Théorème. Soit M un A-module et soient L,N des sous-modules de M .

(1) N/N ∩ L ∼= N + L/L.

(2) Si L ⊆ N , alors (M/L)/(N/L) ∼= M/N .

Démonstration. (1) Évidemment f : N → N + L/L : x 7→ x + L est A-linéaire. Pour

tous x ∈ N, y ∈ L, on a (x + y) + L = x + L = f(x) puisque (x + y) − x ∈ L. Donc f est

surjective. Or x ∈ N est tel que f(x) = 0 si et seulement si x + L = 0 + L, c’est-à-dire,

x ∈ L. Ainsi Ker(f) = N ∩ L. Par conséquent, N + L/L ∼= N/N ∩ L.

(2) Soit p : M → M/N la projection canonique. Alors Ker(p) = N . Si L ⊆ N , alors

il existe un homomorphisme p̄ : M/L → M/N tel que Ker(p̄) = N/L. Ainsi M/N ∼=
(M/L)/(N/L). Ceci achève la démonstration.
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2.2.9. Proposition. Si M et N sont des A-modules isomorphes, alors ann(M) =

ann(N).

Démonstration. Soit f : M → N un isomorphisme. Si a ∈ ann(M), alors Na =

f(M)a = f(Ma) = 0. Ainsi ann(M) ⊆ ann(N). Comme f−1 : N → M est un isomorphisme,

on a ann(N) ⊆ ann(M). Ceci achève la démonstration.

2.2.10. Exemple. Soient K un corps et λ ∈ K non nul avec λn 6= 1 pour tout n > 0.

Soit A la K-algèbre admettant une K-base {1, x, y, z} telle que

xy = z, yx = −λz, x2 = y2 = z2 = xz = zx = yz = zy = 0.

Posons Mn = (x+λny)A, pour tout n ∈ ZZ. Alors les Mn sont deux à deux non isomorphes.

Démonstration. Comme (x + λny)(x + λn+1y) = −λn+1z + λn+1z = 0 et

(x + λny)x(x + λn+1y) = (x + λny)y(x + λn+1y) = (x + λny)z(x + λn+1y) = 0,

on voit que Mn(x + λn+1y) = 0, c’est-à-dire, x + λn+1y ∈ ann(Mn). Si m 6= n, alors

(x + λmy)(x + λn+1y) = −λm+1z + λn+1z = (λn+1 − λm+1)z 6= 0.

Ainsi ann(Mn) 6= ann(Mjm. Par conséquent, Mn 6∼= Mm si n 6= m.

2.3. Suites exactes d’homomorphismes

On se fixe K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

2.3.1. Définition. (1) Une suite

M0
f1−→ M1

f2−→ M2 → · · · → Mn−1
fn−→ Mn

d’homomorphismes de A-modules avec n ≥ 2 est dite exacte si Ker(fi+1) =Im(fi) pour tout

1 ≤ i < n. En particulier, fi+1fi = 0, pour tout 1 ≤ i < n.

(2) Une suite exacte de la forme 0 → L
f−→ M

g−→ N → 0 s’appelle suite exacte courte.

Exemples. (1) Soit f : M → N une application A-linéaire. Alors

0 → Ker(f)
i−→ M

f−→ N
p−→ Coker(f) → 0

est exacte, où i est l’inclusion et p est la projection canonique.

(2) Si N est un sous-module de M , alors 0 → M
i−→ N

p−→ N/M → 0 est une suite

exacte courte, où i est l’inclusion et p est la projection canonique.
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Remarques. Soit f : M → N un homomorphisme de A-modules.

(1) f est injective si et seulement si la suite 0 → M
f−→ N est exacte.

(2) f est surjective si et seulement si la suite M
f−→ N → 0 est exacte.

(3) f est bijective si et seulement si la suite 0 → M
f−→ N → 0 est exacte.

Exemple. Soit A l’algèbre définie dans l’exemple 2.2.10. Pour tout n ∈ ZZ, posons

φn : A → A la multiplication à gauche par x + λny. Alors

(1) Il existe une suite exacte

· · · → A
φn−→ A → · · · → A

φ1−→ A
ε−→ M0 → 0,

où ε est la co-restriction de φ0 sur M0.

(2) Il existe une suite exacte

0 → M0
i−→ A

φ−1−→ A → · · · → A
φ−n−→ A → · · · ,

où i est l’inclusion.

Démonstration. On se fixe n ∈ ZZ. Alors Im(φn) = Mn. Comme (x + λny)(x +

λn+1y) = 0, on voit que Mn+1 ⊆ Ker(φn). Remarquons dimA = 4 et dim(Mn) = 2. Ainsi

dim(Ker(φn)) = 2. Comme dim(Mn+1) = 2, on a Im(φn+1) = Mn+1 = Ker(φn). Ceci montre

que pour tout n ∈ ZZ, la suite

A
φn+1−→ A

φn−→ A

est exacte. De plus, comme Ker(ε) = Ker(φ0) et Im(i) = Im(φ0), les suites (1) et (2) sont

exactes.

2.3.2. Proposition. Soit

0 −→ L
f−→ M

g−→ N

v↓ w↓
0 −→ L′

f ′−→ M ′ g′−→ N ′

un diagramme commutatif à lignes exactes d’homomorphismes de A-modules. Alors il existe

un unique homomorphisme u : L → L′ rendant commutatif le diagramme

0 −→ L
f−→ M

g−→ N

u↓ v↓ w↓
0 −→ L′

f ′−→ M ′ g′−→ N ′.

En outre, u est injectif si v l’est.

Démonstration. Par hypothèse, w ◦ g = g′ ◦ v, Im(f) =Ker(g), Im(f ′) =Ker(g′) et

f, f ′ sont injectives.
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Pour tout x ∈ L, comme g′(v(f(x))) = w(g(f(x))) = w(0) = 0, on a v(f(x)) ∈
Ker(g′) =Im(f ′). Comme f ′ est injectif, il existe un unique x′ ∈ L′ tel que f ′(x′) = v(f(x)).

Définissons u : L → L′ : x 7→ x′, où x′ est tel que f ′(x′) = v(f(x)). Il est trivial de

vérifier que u est A-linéaire telle que f ′ ◦ u = v ◦ f . Si u′ : L → L′ est A-linéaire telle que

f ′ ◦u′ = v ◦f = f ′ ◦u, alors f ′ ◦ (u−u′) = 0. Par conséquent, u′ = u puisque f ′ est injective.

Enfin, si v est injective, alors f ′ ◦ u = v ◦ f est injective. Ceci donne que u est injective.

La preuve se termine.

On a le résultat dual comme suit.

2.3.3. Proposition. Soit

L
f−→ M

g−→ N → 0

u↓ v↓
L′

f ′−→ M ′ g′−→ N ′ → 0

un diagramme commutatif à lignes exactes de homomorphismes de A-modules. Alors il existe

un unique homomorphisme w : N → N ′ rendant commutatif le diagramme

L
f−→ M

g−→ N → 0

u↓ v↓ w↓
L′

f ′−→ M ′ g′−→ N ′ → 0.

En outre, w est surjectif si v l’est.

2.3.4. Corollaire. (1) Si 0 → L
f−→ M

g−→ N est une suite exacte, alors il existe un

unique isomorphisme j : L → Ker(g) tel que f = i ◦ j, où i est l’inclusion.

(2) Si L
f−→ M

g−→ N → 0 est une suite exacte, alors il existe un unique isomorphisme

k : N → Coker(g) tel que g = k ◦ p, où p est la projection canonique.

(3) Si 0 → L
f−→ M

g−→ N → 0 est une suite exacte courte, alors L ∼= Ker(g) et

N ∼= Coker(f).

Démonstration. Il suffit de montrer (1). Considérons les diagrammes commutatifs

0 → L
f→ M

g→ N

1I↓ 1I↓
0 → Kerg

i−→ M
g−→ N,

0 → Kerg
i→ M

g→ N

1I↓ 1I↓
0 → L

f→ M
g→ N.

D’après la proposition 2.3.2, il existe des homomorphismes j : L → Ker(g) et j′ : Ker(g) → L

tels que 1IM ◦ f = i ◦ j et 1IM ◦ i = f ◦ j′. Alors f(j′j) = f1IM et i(jj′) = i1IM . Ainsi jj′ = 1IM

et j′ ◦ j = 1IM puisque f, i sont injectifs. Ceci achève la démonstration.
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Le résultat suivant est très important.

2.3.5. Lemme du Serpent. Soit

M1
f1−→ M2

f2−→ M3 → 0

h1 ↓ h2 ↓ h3 ↓
0 → N1

g1−→ N2
g2−→ N3

un diagramme commutatif à lignes exactes d’homomorphismes de A-modules. Alors il existe

une suite exacte comme suit:

Kerh1

f ′1−→ Kerh2

f ′2−→ Kerh3
δ−→ Cokerh1

g′1−→ Cokerh2

g′2−→ Cokerh3.

En outre, f ′1 est injectif si f1 l’est; et g′2 est surjectif si g2 l’est.

Démonstration. Considérons les inclusions ij : Kerhj → Mj et les projections pj : Nj →
Cokerhj, j = 1, 2, 3. D’après les propositions 2.3.2 et 2.3.3, il existe des homomorphismes

f ′j : Kerhj → Kerhj+1 et g′j : Cokerhj → Cokerhj+1 tels que fj ◦ ij = ij+1 ◦ f ′j et g′j ◦ pj =

pj+1◦gj, j = 1, 2. En outre, f ′1 est injectif si f1 l’est; et g′2 est surjectif si g2 l’est. Considérons

le diagramme commutatif suivant:

Kerh1

f ′1−→ Kerh2

f ′2−→ Kerh3

i1 ↓ i2 ↓ i3 ↓
M1

f1−→ M2
f2−→ M3

h1 ↓ h2 ↓ h3 ↓
N1

g1−→ N2
g2−→ N3

p1 ↓ p2 ↓ p3 ↓
Cokerh1

g′1−→ Cokerh2

g′2−→ Cokerh3.

(1) La première ligne est exacte. Comme i3f
′
2f
′
1 = f2i2f

′
1 = f2f1i1 = 0, on a f ′2f

′
1 = 0 car

i3 est injectif. Donc Imf ′1 ⊆ Kerf ′2. Si x2 ∈ Kerf ′2, alors f2(i2(x2)) = i3(f
′
2(x2)) = 0. Donc il

existe y1 ∈ M1 tel que f1(y1) = i2(x2). Comme g1(h1(y1)) = h2(f1(y1)) = h2(i2(x2)) = 0, on

a h1(y1) = 0 car g1 est injectif. Donc il existe x1 ∈Kerh1 tel que y1 = i1(x1). Maintenant,

comme i2(f
′
1(x1)) = f1(i1(x1)) = f1(y1) = i2(x2), on a x2 = f ′1(x1) car i2 est injectif. Donc

Imf ′1 = Kerf ′2. De même, la dernière ligne est exacte.

(2) On va définir δ. Si x3 ∈ Kerh3, alors i3(x3) ∈ M3. Ainsi il existe y2 ∈ M2 tel que

f2(y2) = i3(x3). Comme g2(h2(y2)) = h3(f2(x2)) = h3(i3(x3)) = 0, il existe z1 ∈ N1 tel que

g1(z1) = h2(y2). Ceci donne z1 + Imh1 ∈ Coker(h1). Si y′2 ∈ M2 tel que f2(y
′
2) = i3(x3)

et z′1 ∈ N1 tel que g1(z
′
1) = h2(y

′
2), alors f2(y2 − y′2) = 0. Donc il existe x1 ∈ M1 tel

que y2 − y′2 = f1(x1). Comme g1(z1 − z′1) = h2(y2 − y′2) = h2(f1(x1)) = g1(h3(x1)), on

a z1 − z′1 = h3(x1) car g1 est injectif. Donc z1 + Imh1 = z′1 + Imh1. Ceci montre que
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z1 + Imh1 est uniquement déterminé par x3. Écrivons y2 = f−1
2 (i3(x3)) et z1 = g−1

1 h2(y2).

On a z1 + Imh1 = p1g
−1
1 h2f

−1
2 (i3(x3)). Définissons maintenant

δ : Kerh3 → Cokerh1 : x3 7→ p1g
−1
1 h2f

−1
2 i3(x3).

Soient x3, x
′
3 ∈ Kerh3 et a, a′ ∈ A. Supposons y2, y

′
2 ∈ M2, z1, z

′
1 ∈ N1 tel que f2(y2) =

i3(x3), f2(y
′
2) = i3(x

′
3) et g1(z1) = h2(y2), g1(z

′
1) = h2(y

′
2). Alors f2(y2a+y′2a

′) = i3(x3a+x′3a
′)

et g1(z1a+z′1a
′) = h2(y2a+y′2a

′). Donc δ(x3a+x′3a
′) = (z1a+z′1a

′)+Imh1 = δ(x3)a+δ(x′3)a
′.

Ceci montre que δ est A-linéaire.

Pour tout x2 ∈ Kerh2, on a f2((i2(x2)) = i3(f
′
2(x2)) et g1(0) = h2(i2(x2)). Ainsi

δ(f ′2(x2)) = 0 + Imh1. Cela veut dire que Imf ′2 ⊆ Kerδ.

Enfin, soit x3 ∈ Kerδ. Si y2 ∈ M2, z1 ∈ N1 tel que f2(y2) = i3(x3) et g1(z1) = h2(y2),

alors z1 ∈Imh1. Soit y1 ∈ M1 tel que z1 = h1(y1). Or h2(y2) = g1(z1) = g1h1(y1) = h2(f1(y1)).

Donc y2− f1(y1) ∈ Ker(h2). Or f ′2(y2− f1(y1)) = f2(y2− f1(y1)) = f2(y2) = x3. Ceci montre

que Imf ′2 = Kerδ. De même Kerg′1 = Imδ. La preuve se termine.

Remarque. La méthode dans la démonstration ci-dessus s’appelle la chasse de dia-

gramme.

2.3.6. Lemme des cinq. Soit

M1
f1→ M2

f2→ M3
f3→ M4

f4→ M5

h1 ↓ h2 ↓ h3 ↓ h4 ↓ h5 ↓
N1

g1→ N2
g2→ N3

g3→ N4
g4→ N5

un diagramme commutatif à lignes exactes d’homomorphismes de A-modules.

(1) Supposons que h5 est injectif. Si h2, h4 sont surjectifs, alors h3 l’est.

(2) Supposons que h1 est surjectif. Si h2, h4 sont injectifs, alors h3 l’est.

(3) Supposons que h1 est surjectif et h5 est injectif. Si h2, h4 sont bijectifs, alors h3 l’est.

Démonstration. (1) Supposons que h2, h4 sont surjectifs. Alors pour tout y3 ∈
N3, comme h4 est surjectif, il existe x4 ∈ M4 tel que h4(x4) = g3(y3). Or h5(f4(x4)) =

g4(h4(x4)) = g4(g3(x3)) = 0 implique f4(x4) = 0 puisque h5 est injectif. Ainsi il existe

x3 ∈ M3 tel que f3(x3) = x4. Maintenant g3(h3(x3)) = h4(f3(x3)) = h4(x4) = g3(y3), donc

g3(y3 − h3(x3)) = 0. D’où, y3 − h3(x3) = g2(y2) avec y2 ∈ N2. Comme h2 est surjectif,

y2 = h2(x2) avec x2 ∈ M2. Or h3(f2(x2)) = g2(h2(x2)) = g2(y2) = y3 − h3(x3). Ceci donne

y3 = h3(x3 + f2(x2)). Donc h3 est surjectif. La preuve se termine.

2.3.7. Corollaire. Soit

0 → M1
f1−→ M2

f2−→ M3 → 0

h1 ↓ h2 ↓ h3 ↓
0 → N1

g1−→ N2
g2−→ N3 → 0
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un diagramme commutatif à lignes exactes de homomorphismes de A-modules. Si h1, h3 sont

surjectifs (ou injectifs, bijectifs, respectivement), alors h2 l’est.

2.4. Modules d’homomorphismes

On se fixe K un anneau commutatif et A, B, C des K-algèbres.

2.4.1. Définition. Un B-A-bimodule est un K-module M qui est à la fois un B-module

à gauche et un A-module à droite tel que b(xa) = (bx)a, pour tous b ∈ B, x ∈ M, a ∈ A.

Exemples. (1) A est un A-A-bimodule.

(2) Un A-module à droite M est un K-A-bimodule; et un A-module à gauche M est un

A-K-bimodule.

2.4.2. Lemme. Soient M,N des A-modules à droite. Alors

HomA(M,N) = {f : M → N | f est A− linéaire}

est un K-module si, pour f, g ∈ HomA(M, N), α ∈ K, on définit

f + g : M → N : x 7→ f(x) + g(x); αf : M → N : x 7→ αf(x).

Remarque. En général, HomA(M,N) n’est A-module ni à droite ni à gauche.

2.4.3. Théorème. (1) Soient M =A MB un A-B-bimodule et N =C NA un A-C-

bimodule. Alors HomA(MB, NC) est un B-C-bimodule si pour tous c ∈ C, b ∈ B, et

f ∈ HomA(M, N), on définit

bf : M → N : x 7→ f(xb) et fc : M → N : x 7→ f(x)c.

(2) Soient M un B-A-bimodule et N un C-A-bimodule. Alors HomA(M, N) est un

C-B-bimodule si, pour tous c ∈ C, b ∈ B, f ∈ HomA(MA, NA), on définit

cf : M → N : x 7→ cf(x) et fb : M → N : x 7→ f(bx).

Démonstration. (1) D’abord, HomA(M, N) est un K-module. Pour touts a1, a2 ∈ A,

b ∈ B et x ∈ M , on a

(bf)(a1x1 + a2x2) = f((a1x1 + a2x2)b) = f(a1(x1b) + a2(x2b)) = a1(bf)(x1) + a2(bf)(x2).

Ainsi bf ∈ HomA(M, N). Pour tous b1, b2 ∈ B et x ∈ M , on a

(b1(b2f))(x) = f((xb1)b2) = f(x(b1b2)) = ((b1b2)f)(x).
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Donc (b1(b2f) = (b1b2)f . Par conséquent, HomA(M, N) est un B-module à gauche. De

même, il est un C-module à droite. Enfin, comme

((bf)c)(x) = ((bf)(x))c = f(xb)c = (fc)(xb) = (b(fc))(x),

on a (bf)c = b(fc). Il s’agit d’un B-C-bimodule. Ceci achève la démonstration.

2.4.4. Corollaire. (1) Soit M un B-A-bimodule. Si N est un A-module à droite, alors

HomA(M, N) est un B-module à droite. Si L est un B-module à gauche, alors HomB(M, L)

est un A-module à gauche.

(2) Si M,N sont des A-modules à gauche ou à droite, alors HomK(M, N) est un A-A-

bimodule.

(3) Si M est un A-module à droite (respectivement, à gauche), alors HomK(M, K) est

un A-module à gauche (respectivement, à droite).

2.4.5. Proposition. Soit M un A-module ‘a droite (respectivement, à gauche). Alors

HomA(A, M) ∼= M en tant que A-modules à droite (respectivement, à gauche).

Démonstration. D’abord, HomA(A, M) est un A-module à droite. Définissons

φ : HomA(A,M) → M : f 7→ f(1).

Pour f, g ∈ HomA(A,M), a, a′ ∈ A, on a

(fa + ga′)(1) = (fa)(1) + (ga′)(1) = f(a1) + g(a′1) = f(1)a + g(1)a′.

Donc φ est A-linéaire. Si φ(f) = φ(g), alors f(1) = g(1). Ainsi f = g comme f, g sont

A-linéaires. Donc φ est injectif. Enfin, pour tout x ∈ M , l’application fx : A → M : a 7→ xa

est A-linéaire tel que fx(1) = x1 = x. Donc φ est surjectif. Ceci achève la démonstration.

Remarquons que EndA(AA) est à la fois un A-A-bimodule et une K-algèbre.

2.4.6. Théorème. (1) End(AA) ∼= A en tant que A-A-bimodules et en tant que K-

algèbres.

(2) End(AA) est anti-isomorphe à A en tant que K-algèbres.

Démonstration. Il suffit de montrer (1). D’après la proposition 2.4.5, l’application

φ : EndA(AA) → A : f 7→ f(1)

est un isomorphisme de A-A-bimodules. En outre, φ(1I) = 1I(1) = 1 et

φ(fg) = (fg)(1) = f(g(1)) = f(1 · g(1)) = f(1)g(1) = φ(f)φ(g).

Donc φ est un isomorphisme de K-algèbres. Ceci achève la démonstration.
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Chapitre III: Catégories de modules

3.1. Catégories et foncteurs

3.1.1. Définition. Une catégorie C est constituée de

(1) une classe ObjC d’objets,

(2) un ensemble MorC(X,Y ) de morphismes pour chaque couple (X, Y ) d’objets, tel que

MorC(X, Y ) ∩MorC(X ′, Y ′) = ∅ si (X, Y ) 6= (X ′, Y ′).

(3) une composition de morphismes

MorC(X, Y )×MorC(Y, Z) → MorC(X,Z) : (f, g) 7→ gf

satisfaisant aux axiomes suivants:

(i) Pour tous f ∈ MorC(X,Y ), g ∈ MorC(Y, Z), h ∈ MorC(Z, W ), on a (hg)f = h(gf).

(ii) Pour tout X ∈ ObjC, il existe un morphisme identité 1IX ∈ MorC(X,X) tel que pour

tous f ∈ MorC(Z,X), g ∈ MorC(X,Y ), on a 1IXf = f et g1IX = g.

En outre, si f ∈ MorC(X, Y ), on dit alors que f est un morphisme de X vers Y et noté

f : X → Y .

Un morphisme f : X → Y s’appelle isomorphisme si’il existe morphisme g : Y → X tel

que gf = 1IY et fg = 1IX . Dans ce cas, on dit que X et Y sont isomorphes et on le note

X ∼=C Y .

On dit que la catégorie C est concrète si les objets sont des ensembles et les morphismes

sont des applications et la composition de morphismes est la composition des applications.

Exemples. (1) La catégorie Ens admet pour objets les ensembles, pour morphismes les

applications, pour la composition des morphismes la composition des applications. Ici les

isomorphismes sont les bijections. Donc deux ensembles sont isomorphes dans Ens si, et

seulement si, ils ont le même cardinal. Il s’agit d’une catégorie concrète.

(2) Soit K anneau commutatif. La catégorie Alg(K) est la catégorie concrète dont les

objets sont les K-algèbres et les morphismes sont les homomorphismes de K-algèbres.

(3) Soit A une K-algèbre. La catégorie Mod-A (A-Mod, respectivement) est la catégorie

concrète ayant pour objets les A-modules à droite (à gauche, respectivement), pour mor-

phismes les applications A-linéaires.

(4) Soit (S,≤) un ensemble partiellement ordonné. Alors S devient une catégorie si l’on

prend les éléments de S comme les objets, et on définit les morphismes par

MorS(a, b) =

{
ρa

b , si a ≤ b

∅, sinon,
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et la composition par ρa
bρ

b
c = ρa

c . Ici 1Ia = ρa
a, et a ∼=S b si et seulement si, a = b. Il s’agit

d’une catégorie non concrète.

(5) Un carquois Q est une catégorie dont les objets sont les sommets et les morphismes

sont les chemins et la composition des morphismes est la concaténation des chemins. Il s’agit

d’une catégorie non concrète.

Dès maintenant on se fixe C une catégorie. Pour tous objets X, Y de C, on note C(X, Y ) =

MorC(X, Y ).

3.1.2. Définition. Une catégorie D est dite sous-catégorie de C si

(1) ObjD ⊆ Obj C.

(2) Pour tous objets X,Y de D, on a D(X, Y ) ⊆ C(X, Y ) et 1IX ∈ D(X, X).

(3) La composition des morphismes de D est induite de celle des morphismes de C.

En outre, D est dite pleine dans C si D(X, Y ) = C(X, Y ) pour tous objets X, Y de D.

Exemples. (1) Soient K un corps et A une K-algèbre de dimension finie. La catégorie

mod-A (respectivement, A-mod) est la catégorie concrète dont les objets sont les A-module à

droite (respectivement, à gauche) de dimension finie et les morphismes sont les applications

A-linéaires. On voit aisément que mod-A (respectivement, A-mod) est une sous-catégorie

pleine de Mod-A (respectivement, A-Mod).

(2) Soit I un idéal bilatère de A. Soit ModIA la catégorie concrète dont les objets sont les

A-modules à droite annulés par I et les morphismes sont les applications A-linéaires. Alors

ModIA est une sous-catégorie pleine de Mod-A.

3.1.3. Définition. Un morphisme f : X → Y de C s’appelle monomorphisme si pour

tous morphismes distincts g, h : Z → X, on a fg 6= fh; et un épimorphisme) si pour tous

morphismes distincts g, h : Y → Z, on a gf 6= hf .

Exemples. (1) Dans la catégorie Mod-A, un morphisme est un monomorphisme (respec-

tivement, épimorphisme, isomorphisme) si, et seulement si, il est injectif (respectivement,

surjectif, bijectif).

(2) Soit Q un carquois. Si on considère Q comme une catégorie, alors tout morphisme

est un monomorphisme ainsi qu’un épimorphsime, mais les isomorphismes sont les chemins

de longueurs zéro.

3.1.4. Proposition. Un isomorphisme d’une catégorie est un monomorphisme ainsi

qu’un épimorphisme.

Démonstration. Soient f : X → Y, f ′ : Y → X tels que ff ′ = 1IY , f ′f = 1IX . Si

fg = fh, alors f ′fg = f ′fh, et donc g = h. Ainsi f est un monomorphisme. De même, f

est un épimorphisme.
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3.1.5. Proposition. Soit C une catégorie concrète.

(1) Tout morphisme injectif (respectivement, surjectif) de C est un monomorphisme (re-

spectivement, épimorphisme).

(2) Tout isomorphisme est bijectif.

Démonstration. (1) Supposons que f est injectif. Si g, h : U → X tel que fg = fh,

alors pour tout x ∈ U, f(g(x)) = f(h(x)). Comme f est injectif, on a g(x) = h(x) pour tout

x ∈ U . Donc f est un monomorphisme.

(2) Soient f : X → Y et g : Y → X tels que fg = 1IY , gf = 1IX . Comme f et g sont des

applications, on voit que f est bijectif.

Exemples. (1) Soit D la sous-catégorie pleine de Mod- ZZ des ZZ-modules divisibles M ,

c’est-à-dire, nM = M pour tout n 6= 0. Alors

p : IQ → IQ/ ZZ : x 7→ x + ZZ

est un morphisme de D, qui est un épimorphisme car il est surjectif. Soient f, g : M → IQ

des morphismes de D tels que pf = pg. On se fixe un x ∈ M . Alors f(x) − g(x) ∈ ZZ.

Soit n un entier non nul quelconque. Comme M est divisible, x = ny pour un y ∈ M . Or

f(x)−g(x) = n(f(y)−g(y)) avec f(y)−g(y) ∈ ZZ. Donc f(x)−g(x) divisible par tout n 6= 0.

Ainsi f(x) − g(x) = 0. Par conséquent, f = g. Ceci montre que p est un monomorphisme,

même si p est non injectif. De plus, étant non bijectif, p n’est pas un isomorphisme même

s’il est un monomorphisme et un épimorphisme.

(2) Le morphisme

j : ZZ → IQ : n 7→ n

de la catégorie Alg( ZZ) est un épimorphsime même s’il est non surjectif. En effet, si f, g :

IQ → B des morphismes de Alg( ZZ) tels que fj = gj. Alors f(n) = g(n) pour tout

n ∈ ZZ. Pour tout m 6= 0, on a 1 = f(m)f( 1
m

) = f( 1
m

)f(m). Ainsi f(m) est inversible

dans B. Comme 1 = g(m)g( 1
m

) et (m) = g(m), on voit que f( 1
m

) = g( 1
m

). Par conséquent,

f(x) = g(x) pour tout x ∈ IQ.

(3) Considérons deux lettres a, b. Soit C la sous-catégorie de la catégorie Ens dont les

objets sont les ensembles {a} et {b} tels que C({b}, {a}) = ∅ et C({x}, {y}) = Ens({x}, {y})
pour tous x, y ∈ {a, b} avec (x, y) 6= (b, a). Alors l’application de {a} vers {b} est bijectif,

mais elle n’est pas un isomorphisme de C.

3.1.6. Définition. Soient C,D des catégories. Un foncteur covariant F : C → D est

constitué de fonctions

(1) F : Obj C → ObjD : X 7→ F (X)

(2) F : C(X, Y ) → D(F (X), F (Y )) : f 7→ F (f)

telles que
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(i) Pour tous f ∈ C(X,Y ), g ∈ C(Y, Z), F (gf) = F (g)F (f).

(ii) Pour tout X ∈ Obj C, F (1IX) = 1IF (X).

En outre, F est dit plein ou fidèle si l’application F : C(X, Y ) → D(F (X), F (Y )) est

surjective ou injective, respectivement, pour tous objets X, Y de C, ; et dense si pour tout

objet Y de D, il existe un objet X de C tel que Y ∼=D F (X).

Exemples. (1) Le foncteur identité 1IC : C → C : X 7→ X; f 7→ f est un foncteur

covariant qui est plein, fidèle et dense.

(2) Soit X un objet de C. Si f : Y → Z est un morphisme de C, alors on a une application

C(X, f) : C(X,Y ) → C(X,Z) : g 7→ fg. Or C(X,−) : C → Ens : Y 7→ C(X,Y ); f 7→ C(X, f)

est un foncteur covariant.

(3) Soit A une K-algèbre.

(i) Si M = (M, +, ·, ∗) ∈Mod-A, alors (M, +, ·) ∈Mod-K. Or U : Mod-A → Mod-K :

(M, +, ·, ∗) 7→ (M, +, ·); f 7→ f est un foncteur covariant, applé foncteur oubli. Aisément U

est fidèle, mais ni dense ni plein.

(ii) Soit I un idéal de A. Si M ∈Mod-(A/I), alors M est un A-module annulé par I.

Or F : Mod-(A/I) → Mod-A : M 7→ M ; f 7→ f est un foncteur covariant fidèle et plein.

Remarquons que si I 6= 0, alors AA 6∼= F (M), pour tout M ∈ Mod-A/I. Ainsi F est non

dense dans ce cas.

3.1.7. Définition. Soient C,D des catégories. Un foncteur contravariant F : C → D
est constitué de fonctions

(1) F : Obj C → ObjD : X 7→ F (X)

(2) F : C(X, Y ) → D(F (Y ), F (X)) : f 7→ F (f)

telles que

(i) Pour tous f ∈ C(X,Y ), g ∈ C(Y, Z), F (gf) = F (f)F (g).

(ii) Pour tout objet X de C, F (1IX) = 1IF (X).

En outre, on définit pour un foncteur contravariant soit plein, fidèle ou dense de la même

façon que pour un foncteur covariant.

Exemples. (1) Soit X un objet de C. Si f : Y → Z est un morphisme de C, alors on a

une application C(f, X) : C(Z, X) → C(Y, X) : g 7→ gf . Or

C(−, X) : C → Ens : Y 7→ C(Y,X); f 7→ C(f, X)

est un foncteur contravariant.

(2) Soit A une K-algèbre. Alors

HomA(−, K) : Mod-A → A-Mod : M 7→ HomK(M, K); f 7→ HomK(f, K)
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est un foncteur contravariant.

3.1.8. Lemme. Soient F : C → D et G : D → E des foncteurs covariants ou contravari-

ants de catégories.

(1) Si X ∼=C Y , alors F (X) ∼=D F (Y ).

(2) Le composée

G ◦ F : C → E : X 7→ G(F (X)); f 7→ G(F (f))

est un foncteur qui est covariant si F et G sont tous covariants ou tous contravariants; et

contravariant sinon. En outre, G ◦ F est plein, fidèle ou dense si F et G le sont tous.

3.1.9. Définition. Un foncteur covariant (respectivement, contravariant) F : C → D de

catégories s’appelle isomorphisme (respectivement, anti-isomorphisme) s’il existe un foncteur

covariant (respectivement, contravariant) G : D → C tels que G ◦ F = 1IC et F ◦ G = 1ID.

Dans ce cas, on dit que C et D sont isomorphes (respectivement, anti-isomorphes).

Exemples. (1) Le foncteur identité 1IC de C est un isomorphisme.

(2) Soit I un idéal bilatère de A. Alors Mod-(A/I) est isomorphe à la sous-catégorie

pleine de Mod-A dont les objets sont les modules annulés par I.

3.1.10. Définition. (1) Soient F, G : C → D des foncteurs tous covariants (respective-

ment, contravariants). Une transformation naturelle φ : F → G est constitué d’une famille

{φX : F (X) → G(X) |X ∈ Obj C} de morphismes de D telle que pour tout morphisme

f : X → Y de C, le diagramme

F (X)
F (f)−→ F (Y )

φX ↓ φY ↓
G(X)

G(f)−→ G(Y )

, respectivement,

F (Y )
F (f)−→ F (X)

φY ↓ φX ↓
G(Y )

G(f)−→ G(X)

est commutatif. Dans ce cas, on dit aussi que les morphismes φX : F (X) → G(X) sont

fonctoriels pour X.

Exemples. (1) Soit F : C → D un foncteur covariant ou contravariant. Alors la

transformation naturelle identité 1IF : F → F est définie par (1IF )X = 1IF (X), pour tout

X ∈ C.

(2) Soit A une K-algèbre. Considérons le foncteur identité 1IMod−A et le foncteur

HomA(A,−) : Mod−A → Mod−A : M 7→ HomA(A,M); f 7→ HomA(A, f).
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Pour tout M ∈ Mod-A, l’application φM : HomA(A,M) → M : f 7→ f(1) est un morphisme

dans Mod-A. On prétend que φ = (φM | M ∈ Mod−A) est une transformation naturelle de

HomA(A,−) vers 1IMod−A. En effet, soit f : M → N ∈Mod-A. Considérons le diagramme

HomA(A,M)
Hom(A,f)−→ HomA(A,M)

φM ↓ φN ↓
M

f−→ N.

Pour tout g ∈ Hom(A,M), (φN ◦ Hom(A, f))(g) = φN(fg) = (fg)(1) et (f ◦ φM)(g) =

f(φM(g)) = f(g(1)) = (fg)(1). Donc f ◦ φM = φN ◦ Hom(A, f). Ceci montre l’énoncé.

Remarque. Soient F, G,H : C → D des foncteurs tous covariants ou tous contravariants.

Si φ : F → G et ψ : G → H sont des transformations naturelles, alors ψ◦φ = {ψX ◦φX | X ∈
C} est une transformation naturelle de F vers H.

3.1.11. Définition. (1) Soient F,G : C → D des foncteurs tous covariants ou tous

contravariants. Une transformation naturelle φ : F → G s’appelle isomorphisme naturel

si φX : F (X) → G(X) est un isomorphisme de D pour tout X ∈ C. Dans ce cas, φ−1 =

(φ−1
X | X ∈ C) est une transformation naturelle telle que φ ◦ φ−1 = 1ID et φ−1 ◦ φ = 1IC. On

note F ∼= G.

Exemple. Soit A une K-algèbre. Alors Hom(A,−) ∼= 1IMod−A.

3.1.12. Définition. Soient C,D des catégories. Un foncteur covariant (respectivement,

contravariant) F : C → D s’appelle équivalence (respectivement, anti-équivalence) s’il existe

un foncteur covariant (respectivement, contravariant) G : D → C, appelé quasi-inverse de

F , tel que F ◦ G ∼= 1ID et G ◦ F ∼= 1IC. Dans ce cas, on dit que C et D sont équivalentes

(respectivement, anti-équivalentes).

Exemple. Soit K un corps et A une K-algèbre de dimension finie. Alors

D = HomK(−, K) : mod-A → A-mod : M 7→ HomK(M,K); f 7→ HomK(f,K)

est une anti-équavalence a pour quasi-inverse

D = HomK(−, K) : A-mod → mod-A : N 7→ HomK(N, K); f 7→ HomK(f, K).

Démonstration. Pour tout M ∈ mod-A, posons

φM : M → HomK(HomK(M,K), K) : x 7→ (HomK(M,K) → K : f 7→ f(x))

est un isomorphisme fonctoriel en M .
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3.1.13. Théorème. Un foncteur covariant (respectivement, contravariant) F : C → D
est une équivalence (respectivement, anti-équivalence) si, et seulement si, F est pleine, fidèle

et dense.

Démonstration. Supposons que F est covariant. Supposons que G est un quasi-inverse

de F . Alors il existe des isomorphismes naturels φ : F ◦G → 1ID et ψ : G◦F → 1IC. Pour tout

Z ∈ D, φZ : F (G(Z)) → Z est un isomorphisme. Donc F est dense. Soient f, g : X → Y

des morphismes de C tels que F (f) = F (g) : F (X) → F (Y ), alors on a des diagrammes

commutatifs suivants:

GF (X)
GFf- GF (Y )

X

ψX

?
f - Y,

ψY

?
et

GF (X)
GFg- GF (Y )

X

ψX

?
g - Y.

ψY

?

Par conséquent, f = ψY ◦ GFf ◦ ψ−1
X = ψY ◦ GF (g) ◦ ψ−1

X = g. Donc F est fidèle, et il en

de même pour G. Enfin, pour tout morphisme h : FX → FY de D, on a un morphisme

Gh : GFX → GFY de C. Or h′ = ψY G(h)ψ−1
X est un morphisme de C rendant commutatif

les diagrammes

GF (X)
Gh- GF (Y )

X

ψX

?
h′ - Y

ψY

?
et

GF (X)
GFh′- GF (Y )

X

ψX

?
h′ - Y.

ψY

?

Donc GF (h′) = ψ−1
Y h′ψX = G(h). Ceci donne F (h′) = h comme G est fidèle. Ceci montre

que F est plein.

Supposons réciproquement que F est fidèle, plein, et dense. On va construire un quasi-

inverse G : D → C de F . Pour tout objet Y de D, on choisit un objet X, noté GY , tel

qu’il existe un isomorphisme φY : Y → FX. Soit f : Y → Y ′ un morphisme de D. Posons

X ′ = GY ′. Comme F est fidèle et plein, il existe unique morphisme h′ : X → X ′, noté Gg,

tel que F (h′) = φ−1
Y ′ ◦ g ◦ φY . On a donc F (Gg) = φ−1

FY ′ ◦ g ◦ φFY . Alors G : D → C est un

foncteur covariant, et φ = {φY |Y ∈ D} est un isomorphisme de GF vers 1ID.

Soit X un objet de C. L’objet GFX est tel qu’il existe un isomorphisme φFX : FX →
FGFX. Comme F est fidèle et plein, il existe un isomorphisme ψX : X → GFX tel que

F (ψX) = φFX . On prétend que ψX est fonctoriel en X. En effet, si f ∈ C(X,X ′), alors

Ff ∈ D(FX, FX ′). Ainsi GFf ∈ C(GFX, GFX ′) tel que φFX ◦ F (GFf) = Ff ◦ φFX′ .

Comme F (ψX) = φFX et F (ψX′) = φFX′ , on a F (f ◦ ψX′) = F (ψX ◦ GFf). Ceci donne

f ◦ ψX′ = ψX ◦GFf . Donc ψ = {ψX | X ∈ Obj C} est un isomorphisme de GF vers 1IC. La

preuve se termine.

Remarque. Un isomorphisme (respectivement, anti-isomorphisme) de catégories est

une équivalence (respectivement, anti-équivalence) de catégories, mais la réciproque n’est

pas vraie.
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Exemple. Soit K un corps et A une K-algèbre de dimension finie. Alors

D = HomK(−, K) : mod-A → A-mod

est un anti-équivalence qui n’est pas un isomorphisme de catégories.

Soient F,G : C → D deux foncteurs tous covariants ou tous contravariants. Désignons

par Hom(F, G) l’ensemble des transformation naturelles de F vers G.

3.1.14. Lemme de Yoneda. Soit F : C → Ens un foncteur. Soit X un objet de C.

(1) Si F est covariant, alors

Φ : Hom(C(X, ), F ) → F (X) : η 7→ ηX(1IX)

est une bijection d’ensembles.

(2) Si F est contravariant, alors

Ψ : Hom(C( , X), F ) → F (X)

est une bijection d’ensembles.

Démonstration. Supposons que F est covariant. Soit η : C(X, ) → F une transforma-

tion naturelle. Considérons l’application ηY : C(X,Y ) → F (Y ) avec Y un objet quelconque

de C. Pour tout f ∈ C(X,Y ), il existe un diagram commutatif suivant:

C(X, X)
ηX- F (X)

C(X, Y )

C(X,f)
?

ηY- F (Y ),

Ff
?

d’où ηY (f) = ηY (C(X, f)(1IX)) = F (f)(ηX(1IX)). Donc η est uniquement déterminé par

l’élement ηX(1IX) ∈ F (X). Ceci implique que ΦX est injective. Soit x ∈ F (X). Pour tout

objet Y de C, définissons

τY : C(X,Y ) → F (Y ) : f 7→ (Ff)(x).

Soit g : Y → Y ′ un morphisme de C. Si f ∈ C(X, Y ), alors

Fg(τY (f)) = (Fg)(Ff)(x) = F (gf)(x) = τY ′(gf) = τY ′C(X, g)(f),

c’est-à-dire, le diagramme

C(X, Y )
τY- F (Y )

C(X, Y ′)

C(X,g)
?

τY ′- F (Y ′)

Fg
?
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est commutatif. Ceci montre que τ est une transformation naturelle. Comme τX(1IX) =

F (1IX)(x) = 1IFX(x) = x, on voit que ΦX est une bijection. Ceci achève la démonstration.

3.2. Produits directs et sommes directes

On se fixe C une catégorie partout dans cette section.

3.2.1. Définition. Soit {Xλ | λ ∈ Λ} une famille d’objets de C. Un produit direct de

la famille {Xλ | λ ∈ Λ} est un objet X de C avec une famille {pλ : X → Xλ | λ ∈ Λ} de

morphismes de C ayant la propriété universelle dans le sens suivant:

Si X ′ est un autre objet avec une autre famille {p′λ : X ′ → Xλ | λ ∈ Λ} de morphismes,

alors il existe un unique morphisme f : X ′ → X telle que p′λ = pλf, pour tout λ ∈ Λ.

Remarques. (1) Il est évident que 1IX : X → X est tel que pλ = pλ1IX pour tout λ ∈ Λ.

Donc si f : X → X tels que pλ = pλf, pour tout λ ∈ Λ, alors f = 1IX par définition.

(2) Il est possible que {Xλ | λ ∈ Λ} n’admet pas de produit direct.

3.2.2. Proposition. Soit {Xλ | λ ∈ Λ} une famille d’objets de C. Si X avec une famille

{pλ : X → Xλ | λ ∈ Λ} de morphismes et X ′ avec une famille {p′λ : X ′ → Xλ | λ ∈ Λ} de

morphismes sont des produits directs de la famille {Xλ | λ ∈ Λ}, alors il existe un unique

isomorphisme f : X ′ → X telle que p′λ = pλf, pour tout λ ∈ Λ.

Démonstration. Par définition, il existe des morphismes f : X ′ → X et f ′ : X → X ′

tels que p′λ = pλf, pλ = p′λf
′, pour tout λ ∈ Λ. Donc ff ′ : X → X est tel que pλ =

pλ(ff ′), pour tout λ ∈ Λ Ceci nous donne ff ′ = 1IX . De même f ′f = 1IX′ . Ceci achève la

démonstration.

Remarque. Si X avec une famille {pλ : X → Xλ | λ ∈ Λ} de morphismes est un produit

direct d’une famille {Xλ | λ ∈ Λ}, alors l’objet X s’appelle le produit direct de {Xλ | λ ∈ Λ}
et {pλ : X → Xλ | λ ∈ Λ} s’appellent les projections canoniques. On écrit X = Πλ∈ΛXλ.

Soit A une K-algèbre. Si {Mλ | λ ∈ Λ} est une famille de A-modules à droite, alors

Πλ∈ΛMλ = {(xλ)λ∈Λ | xλ ∈ Mλ, pour tout λ ∈ Λ}

est un A-module à droite pour

(xλ)λ∈Λ + (yλ)λ∈Λ = (xλ + yλ)λ∈Λ, (xλ)λ∈Λa = (xλa)λ∈Λ.

3.2.3. Théorème. Soit {Mλ | λ ∈ Λ} une famille de A-modules à droite. Alors Πλ∈ΛMλ

avec les projections {pµ : Πλ∈ΛMλ → Mµ : (xλ)λ∈Λ 7→ xµ | µ ∈ Λ} est le produit direct de

{Mλ | λ ∈ Λ} dans Mod-A.
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Démonstration. Étant donnée M et {p′µ : M → Mµ | µ ∈ Λ} dans Mod-A, on a

f : M → Πλ∈ΛMλ : x → (p′λ(x))λ∈Λ ∈Mod-A. Or pour tout µ ∈ Λ, x ∈ M, (pµ ◦ f)(x) =

pµ((p′λ(x))λ∈Λ) = p′µ(x). Donc pµ ◦ f = p′µ, pour tout µ ∈ Λ.

Si g : M → Πλ∈ΛMλ ∈Mod-A est tel que pµ ◦ f = p′µ, pour tout µ ∈ Λ. Si x ∈ M , posons

g(x) = (yλ)λ∈Λ. Or pour tout µ ∈ Λ, yµ = pµ(g(x)) = (pµg)(x) = (pµf)(x) = p′µ(x). Ainsi

g(x) = (yµ)µ∈Λ = (p′µ(x))µ∈Λ = f(x). Donc g = f . Ceci achève la démonstration.

Par la dualité, on a la notion de somme directe.

3.2.4. Définition. Soit {Xλ | λ ∈ Λ} une famille d’objets de C. Un co-produit de

{Xλ | λ ∈ Λ} est un objet X avec une famille {qλ : Xλ → X | λ ∈ Λ} de morphismes ayant

la propriété universelle dans le sens suivant:

Si X ′ est un autre objet avec une autre famille {q′λ : Xλ → X ′ | λ ∈ Λ} de morphismes,

alors il existe un unique morphisme f : X → X ′ telle que q′λ = fqλ, pour tout λ ∈ Λ.

Exemple. Soit K[t] le K-module des polynômes sur K. Pour tout n ≥ 0, posons

Mn = K et considérons le morphisme qn : Mn → K[t] : a 7→ atn. Alors K[t] avec la famille

{qn |n ≥ 0} est le co-produit de la famille {Mn |n ≥ 0}.

3.2.5. Proposition. Soit {Xλ | λ ∈ Λ} une famille d’objets de C. Si X avec une

famille de morphismes {qλ : Xλ → X | λ ∈ Λ} et X ′ avec une famille de morphismes

{q′λ : Xλ → X ′ | λ ∈ Λ} sont des co-produits de la famille {Xλ | λ ∈ Λ}, alors il existe un

unique isomorphisme f : X → X ′ telle que q′λ = fqλ, pour tout λ ∈ Λ.

Remarque. Si X avec {qλ : Xλ → X | λ ∈ Λ} est un co-produit de {Xλ | λ ∈ Λ},
alors l’objet X s’appelle co-produit de {Xλ | λ ∈ Λ} et {qλ : Xλ → X | λ ∈ Λ} s’appellent

injections canoniques. On écrit X = qλ∈ΛXλ.

3.2.6. Théorème. Soit {Mλ | λ ∈ Λ} une famille de A-modules à droite. Alors le

sous-module

qλ∈ΛMλ = {(xλ)λ∈Λ | xλ ∈ Mλ et xλ = 0 pour presque tout λ ∈ Λ}

de Πλ∈ΛMλ avec la famille de morphismes {qµ : Mµ → qλ∈ΛMλ : xµ 7→ (δλ,µxµ)λ∈Λ | µ ∈ Λ}
est le co-produit de {Mλ | λ ∈ Λ} dans Mod-A.

Démonstration. Étant donnée un A-module M et une famille {q′µ : Mµ → M | µ ∈ Λ}
de morphismes dans Mod-A. Pour tout x = (xλ)λ∈Λ ∈ qλ∈ΛMλ, on a q′λ(xλ) = 0 pour tout

sauf qu’un nombre fini de λ ∈ Λ. Ainsi
∑

λ∈Λ q′λ(xλ) ∈ M , et

f : qλ∈ΛMλ → M : (xλ)λ∈Λ 7→
∑

λ∈Λ

q′λ(xλ)
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est un morphisme dans Mod-A. Or pour tous µ ∈ Λ, xµ ∈ Mµ, on a qµ(xµ) = (yλ)λ∈Λ, où

yλ = xµ si λ = µ et 0 sinon. Donc f(qµ(xµ)) =
∑

λ∈Λ q′λ(yλ) = q′µ(xµ). Donc fqµ = q′µ, pour

tout µ ∈ Λ.

En outre, si g : qλ∈ΛMλ → M ∈Mod-A est tel que gqµ = q′µ, pour tout µ ∈ Λ, alors pour

tout (xλ)λ∈Λ ∈ qλ∈ΛMλ, on a

g((xλ)λ∈Λ)) = g(
∑

λ∈Λ

qλ(xλ)) =
∑

λ∈Λ

gqλ(xλ) =
∑

λ∈Λ

q′λ(xλ) = f((xλ)λ∈Λ)).

Ainsi g = f . Ceci achève la démonstration.

Remarque. Dans Mod-A, si Λ est fini, alors Πλ∈ΛMλ∈Λ = qλ∈ΛMλ. Mais c’est pas vrai

dans une catégorie générale. Par exemple, si A1, . . . , An sont des K-algèbres, alors

Πn
i=1Ai = {(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai}

est le produit de A1, . . . , An. Mais qn
i=1Ai n’existe pas dans la catégorie Alg(K).

Soient M ∈Mod-A et {Mλ | λ ∈ Λ} une famille de sous-modules de M . Alors

∑

λ∈Λ

Mλ = {
∑

λ∈Λ

xλ | xλ ∈ Mλ et xλ = 0 pour presque tout λ ∈ Λ}

est un sous-module de M . On voit aisément que

φ : qλ∈ΛMλ →
∑

λ∈Λ

Mλ : (xλ)λ∈Λ 7→
∑

λ∈Λ

xλ

est A-linéaire et surjective. Si φ est un isomorphisme, on dit que
∑

λ∈Λ Mλ est la somme

directe interne de {Mλ | λ ∈ Λ} et on note
∑

λ∈Λ Mλ = ⊕λ∈ΛMλ.

3.2.7. Proposition. Soit {Mλ | λ ∈ Λ} une famille de sous-modules de M . Soit

N =
∑

λ∈Λ Mλ. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) N = ⊕λ∈ΛMλ;

(2) Mµ ∩
∑

λ∈Λ\{µ} Mλ = 0, pour tout µ ∈ Λ;

(3) Tout x ∈ N s’écrit d’une façon unique comme x =
∑

λ∈Λ xλ, où xλ ∈ Mλ tels que

xλ = 0 pour presque tout λ ∈ Λ.

Démonstration. Supposons que N = ⊕λ∈ΛMλ. Soit −xµ =
∑

λ∈Λ\{µ} xλ ∈ Mµ ∩∑
λ∈Λ\{µ} Mλ, où xλ ∈ Mλ et xλ = 0 pour presque tout λ ∈ Λ\{µ}. Alors (xλ)λ∈Λ ∈ qλ∈ΛMλ

tel que φ((xλ)λ∈Λ) =
∑

λ∈Λ xλ = 0. Comme φ est injectif, on a xµ = 0, et donc −xµ = 0.

Ceci montre que Mµ ∩
∑

λ∈Λ\{µ} Mλ = 0.

Supposons que la condition (2) est vérifiée. Soit x =
∑

λ∈Λ xλ =
∑

λ∈Λ yλ, où xλ, yλ ∈ Mλ

et xλ = 0 = yλ pour presque tout λ ∈ Λ. Alors xµ − yµ ∈ Mµ ∩
∑

λ∈Λ\{µ} Mλ, pour tout

µ ∈ Λ. Ainsi xµ = yµ, pour tout µ ∈ Λ. Cela veut dire que la condition (3) est vérifiée.
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Supposons que la condition (2) est vérifiée. Si x = (xλ)λ∈Λ ∈ qλ∈ΛMλ tel que φ(x) = 0,

alors
∑

λ∈Λ xλ = 0 =
∑

λ∈Λ 0. Par l’unicité, xλ = 0, pour tout λ ∈ Λ. Ainsi φ est injective,

et donc un isomorphisme. Ceci achève la démonstration.

Exemple. Considérons le K-module K[t] des polynômes sur K. Pour tout n ≥ 0, posons

Mn = {atn | a ∈ K}. Alors M = ⊕∞n=0 Mn.

Remarque. Si M1 et M2 sont des sous-modules de M , alors M = M1 ⊕ M2 si et

seulement si M = M1 +M2 et M1∩M2 = 0. Dans ce cas, on a M1
∼= M/M2 et M2

∼= M/M1;

et on dit que M1 est un facteur direct de M ayant pour complément M2.

3.2.8. Théorème. Soient {Mλ | λ ∈ Λ} et {Nω | ω ∈ Ω} des familles de modules dans

Mod-A. Alors

HomA(qλ∈ΛMλ, Πω∈ΩNω) ∼= Π(λ,ω)∈Λ×ΩHomA(Mλ, Nω),

en tant que K-modules.

Démonstration. Soient {qµ : Mµ → qλ∈ΛMλ |µ ∈ Λ} les injections canoniques et

{pσ : Πω∈ΩNω → Nσ | σ ∈ Ω} les projections canoniques. Si f ∈ HomA(qλ∈ΛMλ, Πω∈ΩNω),

alors pσfqµ ∈ HomA(Mλ, Nω), pour tout (µ, σ) ∈ Λ× Ω. Définissons

φ : HomA(qλ∈ΛMλ, Πω∈ΩNω) → Π(λ,ω)∈Λ×ΩHomA(Mλ, Nω) : f 7→ (pσfqµ)(µ,σ)∈Λ×Ω.

On voit aisément que φ est K-linéaire.

Supposons que f, g : qλ∈ΛMλ → Πω∈ΩNω sont des morphismes de Mod-A tels que

pσfqµ = pσgqµ, pour tout (µ, σ) ∈ Λ × Ω. On se fixe µ ∈ Λ et considère la famille

{hµ,σ = pσ(fqµ) : Mµ → Nσ | σ ∈ Ω}. Remarquons que fqµ, gqµ : Mµ → Πω∈ΩNω sont

tels que hµ,σ = pσ(fqµ) = pσ(gqµ), pour tout σ ∈ Ω. D’après la définition de produit direct,

fqµ = gqµ, pour tout µ ∈ Λ. Posons hµ = fqµ et considérons la famille {hµ : Mµ → Πω∈ΩNω}.
Comme f, g : qλ∈ΛMλ → Πω∈ΩNω sont tels que hµ = fqµ = gqµ, pour tout µ ∈ Λ, on a

f = g d’après la définition de somme directe. Cela veut dire que φ est injective.

Enfin, soit (fλ,ω)(λ,ω)∈Λ×Ω ∈ Π(λ,ω)∈Λ×ΩHomA(Mλ, Nω). On se fixe ω ∈ Ω et considérons

la famille {fλ,ω : Mλ → Nω | λ ∈ Λ}. D’après la définition de somme directe, il existe

fω : qλ∈ΛMλ → Nω tel que fλ,ω = fωqλ, pour tout λ ∈ Λ. Considérons maintenant la famille

{fω : qλ∈ΛMλ → Nω | ω ∈ Ω}. Il existe f : qλ∈ΛMλ → Πω∈ΩNω tel que fω = pωf, pour tout

ω ∈ Ω. Donc pωfqλ = fλ,ω, pour tout (λ, ω) ∈ Λ × Ω. Ainsi φ(f) = (fλ,ω)(λ,ω)∈Λ×Ω. Cela

veut dire que φ est surjectif. Ceci achève la démonstration.

3.2.9. Corollaire. Soient M un module et {Mλ | λ ∈ Λ} une famille de modules dans

Mod-A. On a des isomorphismes de K-modules suivants:
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(1) HomA(M, Πλ∈ΛMλ) ∼= Πλ∈ΛHomA(M, Mλ), et

(2) HomA(qλ∈ΛMλ, M) ∼= Πλ∈ΛHomA(Mλ, M).

Remarque. HomA(M, qλ∈ΛMλ) 6∼= qλ∈ΛHomA(M, Mλ) et HomA(Πλ∈ΛMλ, M) 6∼=
Πλ∈ΛHomA(Mλ, M).

3.2.10. Théorème. Soit M = Πn
i=1Mi avec Mi ∈ Mod-A. Alors

(1) H = {(fij)n×n | fij : Mj → Mi ∈ Mod-A} est une K-algèbre pour la multiplication

des matrices.

(2) EndA(M) ∼= H en tant que K-algèbres.

Démonstration. (2) D’après le théorème 3.2.8, l’application

φ : EndA(M) → H : f 7→ (pifqj)n×n

avec qj : Mj → M les injections canoniques et pi : M → Mi les projections canon-

iques, est un isomorphisme de K-modules. Comme piqj = 0 si j 6= i et piqi = 1IMi
, on

a φ(1IM) = diag{1IM1 , . . . , 1IMn} = 1IH . Soient f, g ∈ End(M). On a φ(fg) = (pi(fg)qj)n×n.

Or
∑

k=1 qkpk = 1IM entâıne que pifgqj = pif(
∑n

k=1 qkpk)gqj =
∑n

k=1(pifqk)(pkgqj). Donc

φ(fg) = φ(f)φ(g). Ceci achève la démonstration.

3.2.11. Corollaire. Soit M = Πn
i=1Mi avec M1, . . . ,Mn des modules dans Mod-A.

(1) Si HomA(Mi,Mj) = 0 lorsque i 6= j, alors EndA(M) ∼= Πn
i=1EndA(Mi).

(2) Si Mi = N pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors EndA(M) ∼= Mn(EndA(N)), l’algèbre des n×n

matrices sur EndA(N).

3.3. Catégories linéaires

Soit K un anneau commutatif et soit A une K-algèbre.

3.3.1. Définition. On dit qu’une catégorie C est une K-catégorie si elle satisfait les

axiomes suivants:

(1) Pour touts X, Y ∈ Obj(C), C(X,Y ) est un K-module dont le zero est noté 0X,Y .

(2) Pour tout α ∈ K, (fg)α = f(gα) = (fα)g lorsque les compositions sont possibles.

(3) f(g + h) = fg + fh et (g + h)f = gf + gh lorsque les compositions sont possibles.

On dit qu’une K-catégorie C est additive ou K-linéaire si elle satisfait les axiomes suivants:

(4) Il existe un objet zéro 0 tel que pour tout X ∈ C, les K-modules C(X, 0) et C(0, X)

sont nuls.

(5) Une famille finie d’objets de C admet un produit direct.

En outre, une ZZ-catégorie additive s’appelle simplement catégorie additive.

32



Exemples. (1) Les catégories A-Mod, A-mod, Mod-A, et mod-A sont des K-catégories

additives.

(2) Soit K un corps. La catégorie des chemins d’un carquois Q sur K, notée K[Q],

est la K-catégorie telle que définie ci-dessous. Les objets sont les sommets de Q. Si x, y

sont des sommets, alors K[Q](x, y) est le K-espace vectoriel ayant pour base l’ensemble des

chemins de x vers y. La composition est obtenue à partir de la composition des chemins par

le prolongement bilinéaire. Remarquons que K[Q] n’est pas additive.

(3) La catégorie Alg(K) n’est pas K-linéaire car Hom(A,B) n’est pas un K-module.

3.3.2. Lemme. Soit C une K-catégorie.

(1) Si f et g sont des morphismes composables, alors gf = 0 lorsque f = 0 ou g = 0.

(2) Un morphisme f : X → Y est un monomorphisme si, et seulement si, pour tout

morphisme non nul g : U → X, on a fg 6= 0.

(3) Un morphisme f : X → Y est un épimorphisme si, et seulement si, pour tout

morphisme non nul h : Y → Z, on a hf 6= 0.

(4) Pour tout objet X, EndC(X) = C(X, X) est une K-algèbre.

(5) Si le nombre des objets de C est fini, alors

A(C) = ⊕(x,y)∈Obj C×Obj C C(x, y)

est une K-algèbre, appelée algèbre associée à C, dont la multiplication est induite de la

compositions des morphismes de C telle que le produit de deux morphismes non composables

est nul.

(6) Si C admet un objet zéro, alors il est unique à isomorphisme près.

Exemple. Soient K un corps et Q un carquois fini. Alors l’algèbre associée à K[Q] est

l’algèbre des chemins KQ de Q sur K.

3.3.3. Théorème. Soit C une K-catégorie avec des objets X,X1, . . . , Xn. Les conditions

suivantes sont équivalentes:

(1) X est un produit de X1, . . . , Xn.

(2) Il existe des morphismes pi : X → Xi et qi : Xi → X, i = 1, . . . , n tels que

n∑
i=1

qipi = 1IX et piqj =

{
1IXi

, si i = j

0, sinon.

(3) X est un co-produit de X1, . . . , Xn.

Démonstration. Supposons que X est un produit de X1, . . . , Xn ayant pour projections

canoniques pi : X → Xi, i = 1, . . . , n. Fixons un j avec 1 ≤ j ≤ n, définissons fij : Xj → Xi,
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pour i = 1, . . . , n, par

fij =

{
1IXj

, si i = j

0, sinon.

D’après la définition du produit, il existe qj : Xj → X tel que piqj = fij, pour tout 1 ≤
i ≤ n. En outre, pi(

∑n
j=1 pjqj) = piqipi = pi, pour tout 1 ≤ i ≤ n. D’après l’unicité, on a∑n

j=1 pjqj = 1IX .

Supposons maintenant que (2) est valide. Si ui : Y → Xi, i = 1, . . . , n, sont des mor-

phismes de C, alors f =
∑n

i=1 qiui est un morphisme de C tel que pjf = pjqjuj = uj, pour

tout 1 ≤ j ≤ n. Si g : Y → X est un autre morphisme tel que pjg = uj, et donc qjuj = qjpjg,

pour tout 1 ≤ j ≤ n. Cela implique g = (
∑n

j=1 qjpj)g =
∑n

j=1 qjuj = f . Donc X est un

produit de X1, . . . , Xn. Ceci montre l’équivalence de (1) et (2). De même, on peut montrer

l’équivalence de (3) et (2). La preuve se termine.

3.3.4. Définition. Soit C une K-catégorie. Pour tout couple (X, Y ) d’objets de C, on

prend un sous-module I(X, Y ) du K-module C(X, Y ). On dit que

I = {I(X, Y ) | (x, y) ∈ Obj C ×Obj C}

est un idéal bilatère de C si pour tous f ∈ I(X, Y ), g ∈ C(U,X) et h ∈ C(Y, Z), on a

hfg ∈ I(U,Z).

3.3.5. Définition. Soit C une K-catégorie. Soit F une famille de morphismes de C.

On dit’un idéal bilatère I est engendré par F , noté I =< F >, si pour tous objets X et Y ,

I(X, Y ) est le sous-module du K-module C(X, Y ) engendré par les morphismes de la forme

hfg avec f ∈ F .

Exemple. Soit K un corps. Considérons le carquois

Q : a
α−→ b

β−→ c
γ−→ d.

Alors l’idéal bilatère I de K[Q] engendré par βα est tel que

I(a, c) = K < βα >, I(a, d) = K < γβα >, I(x, y) = 0

pour tous les autres couples de sommets (x, y).

3.3.6. Définition. Soit C une K-catégorie avec I un idéal bilatère. On définit le

quotient C/I de C par I comme suit:

(1) Obj C/I = Obj C.
(2) Pour tous objets X,Y , on a (C/I)(X,Y ) = C(X,Y )/I(X, Y ).

(3) La compositions des morphismes de C/I est induite de celle de C.
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Exemples. (1) Dans le quotient de Mod-A par l’idéal bilatère des homomorphismes non

inversibles, les morphismes non nuls sont tous isomorphismes.

(2) Soit K un corps. Considérons le carquois

Q : a
α−→ b

β−→ c
γ−→ d.

Soit C = K[Q]/ < βα >. Alors C(a, c) = 0, C(a, d) = 0 et C(x, y) ∼= K[Q](x, y) pour tous les

autres couples de sommets (x, y).

3.3.7. Définition. Soit C une K-catégorie avec f : X → Y un morphisme.

(1) Un noyau de f est un morphisme i : U → X satisfaisant (i) fi = 0 (ii) pour tout

j : V → X avec fj = 0, il existe un unique morphisme g : V → U tel que j = ig.

(2) Un co-noyau de f est un morphisme p : Y → Z satisfaisant (i) pf = 0 (ii) pour tout

morphisme q : Y → W avec qf = 0, il existe un unique morphisme h : Z → W tel que

q = hp.

Exemple. Soit C une K-catégorie admettant un objet zero 0. Pour tout objet X,

Ker(1IX) = 00,X et Coker(00,X) = 1IX . En outre, Coker(1IX) = 0X,0 et Ker(0X,0) = 1IX .

3.3.8. Lemme. Soit C une K-catégorie avec f : X → Y un morphisme.

(1) Si i : U → X et j : V → X sont des noyaux de f , alors il existe un unique

isomorphisme g : U → V tel que j = ig. On note Ker(f) = (i : U → X) et ker(f) = U .

(1) Si p : Y → Z et q : Y → W sont des co-noyaux de f , alors il existe un unique

isomorphisme h : Z → W tel que q = hp. On note Coker(f) = (p : Y → Z) et coker(f) = Z.

Exemple. Soit K un corps. Considérons le carquois

Q : a α // b
β // c

γ
))

δ

55 d.

(1) Soit C = K[Q]/ < βα, γβ−δβ >. Alors Ker(β̄) = ᾱ, Ker(β̄) = a; et Coker(β̄) = γ̄− δ̄,

coker(β̄) = d.

(2) Soit D = K[Q]/ < γβ, δβ >. Alors le morphisme β̄ n’a ni noyau ni co-noyau.

3.3.9. Proposition. Soit C une K-catégorie avec f : X → Y un morphisme.

(1) Un noyau (respectivement, co-noyau) de f est un monomorphisme (respectivement,

épimorphisme) s’il existe.

(2) Supposons que C admet un objet zéro 0. Alors f est un monomorphisme (respective-

ment, épimorphisme) si, et seulement si, Ker(f) = 00,X (respectivement, Coker(f) = 0Y,0).

Démonstration. (1) Supposons que i : U → X est un noyau de f . Soit g : V → U un

morphisme tel que ig = 0. Comme f0V,Y = 0 et 0V,Y = ig = i0V,U . Donc g = 0V,U d’après la

définition du noyau. Ainsi i est un monomorphisme.
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(2) Supposons que 00,X : 0 → X est un noyau de f . Si g : U → X est tel que fg = 0,

alors il existe g′ : U → 0 tel que g = g′0 = 0. Donc f est un monomorphisme.

Supposons réciproquement que f est un monomorphisme. D’abord f00,X = 0. Si g : U →
X est tel que fg = 0U,Y , alors fg = f0U,X . Ainsi g = 0U,X comme f est un monomorphisme.

Or 0U0 est le seul morphisme de U vers 0 tel que g = 00,X0U,0. Ceci montre que 00,X est un

noyau de f . La preuve se termine.

3.3.10. Définition. Soit C une K-catégorie avec f un morphisme.

(1) On définit l’image de f , noté Im(f), comme étant Ker(Coker(f)) s’il existe. Dans ce

cas, on note im(f) = ker(Coker(f)).

(2) On définit l’co-image de f , noté Coim(f), comme étant Coker(Ker(f)) s’il existe.

Dans ce cas, on note coim(f) = coker(Ker(f)).

Exemples. (1) Si C est une K-catégorie admettant un objet zéro 0. Alors pour tout

X ∈ C, Im(00,X) = Ker(1IX) = 00,X et im(00,X) = 0. En outre, Coim(0X,0) = Coker(1IX) =

0X,0 et Coim(00,X) = 0.

(2) Soit K un corps. Considérons le carquois

Q : a
β // b

γ
))

δ

55 d.

Soit C = K[Q]/ < γβ−δβ >. Alors Im(ᾱ) = ᾱ et im(ᾱ) = a. En outre, Coim(γ̄− δ̄) = γ̄− δ̄.

(3) Soit K un corps. Considérons le carquois

Q : a
α

((

β

66 b
γ

))

δ

55 c.

Soit D = K[Q]/ < γα − δα, γβ − δβ >. Alors ᾱ a γ̄ − δ̄ pour co-noyau mais il n’a pas

d’image.

3.3.11. Proposition. Soit C une K-catégorie. Si f : X → Y est un morphisme dont

l’image et le co-image existent, alors il existe un unique morphisme f̄ : coim(f) → im(f),

appelé le morphisme associé à f , rendant commutatif le diagramme suivant:

ker(f)
u - X

f - Y
v- coker(f)

coim(f)

p
?

f̄- im(f),

j

6

où u et v sont noyau et co-noyau de f , respectivement; p est le co-noyau de u et j est le

noyau de v.
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Démonstration. Comme j : im(f) → Y est le noyau de v et vf = 0, il existe un

unique g : X → im(f) tel que f = jg. Or jgu = fu = 0 entrâıne que gu = 0 car j

est un monomorphisme. Comme p est le co-noyau de u, il existe un unique morphisme

f̄ : coim(f) → im(f) tel que g = f̄p. Ainsi f = jg = jf̄p. Ceci achève la démonstration.

3.3.12. Définition. Soit C une K-catégorie.

(1) Une suite X
f−→ Y

g−→ Z de morphismes de C est dite exacte si Ker(g) = Im(f) et

Coker(f) = Coim(g), c’est-à-dire, g admet un noyau i : ker(g) → Y et f admet un co-noyau

p : Y → coker(f) tels que i est le noyau de p; et p est le co-noyau de i.

(2) Une suite

X1
f1−→ X2−→· · ·−→Xn−1

fn−1−→ Xn

de morphismes de C avec n ≥ 2 est dite exacte si pour tout 1 ≤ i ≤ n − 2, la suite

Xi
fi−→ Xi+1

fi+1−→ Xi+2 est exacte.

3.3.13. Lemme. Soit C une K-catégorie avec F : X → Y et g : Y → Z des morphismes.

(1) Si la suite X
f−→ Y

g−→ Z est exacte, alors gf = 0.

(2) Si f est le noyau de g et g est le co-noyau de f , alors X
f−→ Y

g−→ Z est exacte.

Démonstration. (1) Soient p : Y → V le co-noyau de f et i : U → Y le noyau de g.

Alors i = Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(p). Comme p est le co-noyau de f , on a

pf = 0. Ainsi il existe f ′ : X → U tel que f = if ′. Ainsi gf = gif ′ = 0.

(2) On a Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(g) et Coim(g) = Coker(Ker(g)) = Coker(f).

Ainsi la suite est exacte.

Exemple. Soit K un corps. Considérons le carquois

Q : a α // b
β // c

γ
))

δ

55 d.

Alors la catégorie K[Q]/ < βα, γβ − δβ > admet une suite exacte

a
ᾱ−→ b

β̄−→ c
γ̄−δ̄−→ d.

3.3.14. Proposition. Soit C une K-catégorie admettant un objet zéro.

(1) Une suite 0 → X
f−→ Y est exacte si, et seulement si, f est un monomorphisme.

(2) Une suite X
f−→ Y → 0 est exacte si, et seulement si, f est un épimorphisme.

(3) Si f est le noyau de g; et g est le co-noyau de f , alors la suite 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0

est exacte.

Démonstration. (1) D’après la proposition 3.3.7(2), f est un monomorphisme si, et

seulement si, Ker(f) = 00,X = Im(00,X) si, et seulement si, Ker(f) = 00,X = Im(00,X) et

Coim(f) = Coker(Ker(f)) = Coker(00,X) si, et seulement si, 0 → X
f−→ Y est exacte.
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(3) Dans ce cas, f est un monomorphisme et g est un épimorphsime. L’énoncé suit de

(1), (2), et le lemme 3.3.13(2). Ceci achève la démonstration.

Exemple. Soit C une K-catégorie additive. Soient X1 et X2 des objets de C avec les

injections canoniques qi : Xi → X1 q X2 et les projections canoniques pi : X1 q X2 → Xi,

i = 1, 2. D’après le théorème 3.3.3, on a q1p1 + q2p2 = 1IX1qX2 et piqj = δij1IXi
, i = 1, 2. Si

g : X → X1 q X2 est tel que p2g = 0, alors g = 1IX1qX2g = (q1p1 + q2p2)g = q1(p1g). Si

h : X → X1 est tel que g = q1h, alors h = 1IX1h = p1q1h = p1g. Donc q1 est un noyau de p2.

De même, p2 est un co-noyau de q1. Par conséquent, on a une suite exacte courte

0 → X1
q1−→ X1 qX2

p2−→ X2 → 0.

3.4. Catégories abélinnes

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps et A une K-algèbre.

3.4.1. Définition. Une K-catégorie additive C est dite abélienne si elle satisfait aux

axiomes suivants:

(1) Tout morphisme admet un noyau et un co-noyau.

(2) Pour tout morphisme f : X → Y , le morphisme associé f̄ : coim(f) → coker(f) est

un isomorphisme.

Exemple. Les K-catégories A-Mod et A-mod sont abéliennes.

3.4.2. Proposition. Soit C une K-catégorie abéliennne avec f : X → Y un morphisme.

(1) f se décompose f = ip, où p est un épimorphisme et i est un monomorphisme. Dans

ce cas, Ker(f) = Ker(p) et Coker(f) = Coker(i).

(2) Si f est un monomorphisme, alors f = Ker(Coker(f)), c’est-à-dire, f = Im(f).

(3) Si f est un épimorphisme, alors f = Coker(Ker(f)), c’est-à-dire, f = Coim(f).

(4) f est un isomorphisme si, et seulement si, f est un monomorphisme ainsi qu’un

épimorphisme.

Démonstration. Considérons le diagram commutatif:

ker(f)
u - X

f - Y
v- coker(f)

coim(f)

p
?

f̄- im(f),

j

6

où u et v sont noyau et co-noyau de f , respectivement; p est le co-noyau de u et j est le

noyau de v.
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(1) Remarquons que p est épimorphisme et j est un monomorphisme. Comme f̄ est un

isomorphisme, i = f̄ j est un monomorphisme. On prétend u = Ker(p). En effet, comme

ipu = fu = 0, on a pu = 0 car i est un monomorphisme. Si g : V → X est tel que gp = 0.

Alors gf = gpi = 0. Ainsi il existe un unique morphisme h : V → ker(f) tel que g = uh.

Ceci montre que Ker(f) = Ker(p). De même, Coker(f) = Coker(i).

(2) Si f est un monomorphisme, alors u = 00,X , et donc p = 1IX . Comme f̄ est un

isomorphisme et j est le noyau de v, on voit que f est un noyau de v = Coker(f).

(4) Il suffit de montrer la suffisance. Comme f est un épimorphisme, 0Y,0 = Coker(f), et

donc j = 1IY . Ainsi f = f̄ est un isomorphisme. Ceci achève la démonstration.

Exemple. La catégorie des ZZ-modules divisibles n’est par abélienne.

3.4.3. Proposition. Soit C une K-catégorie abélienne.

(1) Une suite X
f−→ Y

g−→ Z est exacte si, et seulement si, Ker(g) = Im(f) si, et

seulement si, Coker(f) = Coim(g).

(2) Une suite 0 → X
f−→ Y

g

−→Z est exacte si, et seulement si, f = Ker(g).

(3) Une suite X
f−→ Y

g

−→Z→ 0 est exacte si, et seulement si, g = Coker(g).

(4) Une suite 0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0 est exacte si, et seulement si, f est le noyau de

g et g est le co-noyau de f .

Démonstration. (1) Si Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f), alors

Coim(g) = Coker(Ker(g)) = Coker(Ker(Coker(f))) = Coker(f),

car Coker(f) est un épimorphisme. Réciproquement si Coker(f) = Coim(g) = Coker(Ker(g)),

alors Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(Coker(Ker(g))) = Ker(g), car Ker(g) est un monomor-

phisme.

(2) Si 0 → X
f−→ Y

g−→ Z est exacte, alors Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f)) = f ,

comme f est un monomorphisme. Supposons réciproquement que f = Ker(g), alors f est un

monomorphisme. Ainsi Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(Coker(Ker(g))) = Ker(g), car Ker(g)

est un monomorphisme. Donc la suite est exacte. La preuve se termine.

3.4.4. Lemme. Soit C une K-catégorie abélienne avec

0 - X
f - Y

g - Z - 0

0 - X

u

?
f ′- Y ′

v
?

g′- Z ′

w
?

- 0

un diagramme commutatif à lignes exactes de morphismes de C. Si u,w sont des monomor-

phismes (épimorphismes, isomorphismes, respectivement), alors v l’est aussi.
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Démonstration. Supposons que u,w sont des monomorphismes. Soit h : U → Y tel

que vh = 0. Alors wgh = g′vh = 0, et donc gh = 0 car w est un monomorphisme. Comme

f est le noyau de g d’après la proposition 3.4.3(2), il existe h′ : U → X tel que h = fh′.

Or f ′uh′ = vfh′ = vh = 0 entâıne que h′ = 0 puisque f ′, u sont monomorphismes. Par

conséquent h = 0. Donc v est un monomorphisme. Or le résulat se découle de la proposition

3.4.2(4).

3.4.5. Définition. Soit C une K-catégorie. Un morphisme f : X → Y de C s’appelle

une section (respectivement, rétraction) s’il existe un morphisme g : Y → X tel que gf = 1IX

(respectivement, fg = 1IY ).

Remarques. (1) Une section (respectivement, rétraction) est un monomorphisme (re-

spectivement, épimorphisme).

(2) Si f : X → Y est un isomorphisme, alors f est une section ainsi qu’une rétraction.

La réciproque est vraie si C est abélienne.

3.4.6. Définition. Soit C une K-catégorie additive. Une suite exacte courte

0 → X
f−→ Y

g

−→Z→ 0

est dite scindée s’il existe un isomorphisme h : Y → XqZ rendant commutatif le diagramme

0 - X
f - Y

g - Z - 0

0 - X

1IX
?

q- X q Z

h

?
p - Z

1IZ
?

- 0,

où q est l’injection canonique et p est la projection canonique. Dans ce cas, on voit aisément

que f est un noyau de g et g est un co-noyau de f .

3.4.7. Proposition. Soit C une K-catégorie abélienne. Une suite exacte courte

0 → X
f−→ Y

g

−→Z→ 0

est scindée si, et seulement si f est une section si, et seulement si, g est une rétraction.

Démonstration. Soient q1 : X → X q Z et q2 : Z → X q Z les injections canoniques;

et p1 : X q Z → X et p2 : X q Z → Z les projections canoniques. D’abord, supposons que

h : Y → X q Z est un isomorphisme rendant commutatif le diagramme

0 - X
f - Y

g - Z - 0

0 - X

1IX
?

q1- X q Z

h

?
p2- Z

1IZ
?

- 0.
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Comme hf = q1, on a 1IX = p1q1 = (p1h)f . Ainsi f est une section. De même, g est une

rétraction.

Réciproquement, supposons que f est une section. Soit f ′ : Y → X tel que f ′f = 1IX .

Posons h = q1f
′ + q2g. Alors hf = h(q1f

′ + q2g)f = q1f
′f = q1 et p2h = p2(q1f

′ + q2g) = g.

Ainsi le diagramme

0 - X
f - Y

g - Z - 0

0 - X

1IX
?

q1- X q Z

h

?
p2- Z

1IZ
?

- 0

est commutatif. D’après le lemme 3.4.4, h est un isomorphisme. De même, la suite est

scindée si g est une rétraction. Ceci achève la démonstration.

3.5. Exactitude de foncteurs

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un anneau commutatif, et C et D des K-catégories.

3.5.1. Définition. Un foncteur covariant ou contravariant F : C → D est dit K-

linéaire si pour tous objets X et Y de C, l’application F : C(X,Y ) → D(FX, FY ) ou

F : C(X, Y ) → D(FY, FX) est K-linéaire.

Exemples. Pour tout M ∈ Mod-A, les Hom-foncteurs HomA(M,−) et HomA(−,M)

sont K-linéaires.

Des maintenant, un foncteur de K-catégories est toujours K-linéaire.

3.5.2. Proposition. Un foncteur F : C → D de K-catégories additives préserve les

suites exactes courtes scindées.

Démonstration. Soient q : X → X q Z et q′ : Z → X q Z les injections canoniques

et p : X q Z → X et p′ : X q Z → Z les projections canoniques satisfaisant les conditions

énoncées dans le théorème 3.3.3. Alors les morphismes F (q), F (q′), F (p), F (p′) satisfont

égelement ces conditions. En particulier, F (XqZ) = F (X)qF (Z). Supposons maintenant

qu’on a un diagramme commutatif à lignes exactes:

0 - X
f - Y

g - Z - 0

0 - X

1IX
?

q- X q Z

h

?
p - Z

1IZ
?

- 0,

avec h un isomorphisme. Alors
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0 - F (X)
Ff - F (Y )

Fg- F (Z) - 0

0 - F (X)

1IF (X)

?
Fq- F (X q Z)

h
?

Fp- F (Z)

1IF (Z)

?
- 0,

un diagramme commutatif à lignes exactes avec Fh un isomorphisme. Ceci achève la

démonstration.

Des maintenant, on suppose que C et D sont abéliennes.

3.5.3. Définition. Un foncteur covariant (respectivement, contravariant) F : C → D
est dit

(1) exact si, pour toute suite exacte X
f→ Y

g→ Z dans C, la suite FX
Ff−→ FY

Fg−→ FZ

(respectivement, FZ
Ff−→ FY

Fg−→ FX) est exacte dans D;

(2) exact à gauche si, pour toute suite exacte 0 → X
f−→ Y

g−→ Z (respectivement,

X
f−→ Y

g−→ Z → 0) dans C, la suite 0 → FX
Ff−→ FY

Fg−→ FZ (respectivement,

0 → FZ
Fg−→ FY

Ff−→ FX) est exacte dans D;

(3) exact à droite si, pour toute suite exacte X
f−→ Y

g−→ Z → 0 (respectivement,

0 → X
f−→ Y

g−→ Z) dans C, la suite FX
Ff−→ FY

Fg−→ FZ → 0 (respectivement,

FZ
Fg−→ FY

Ff−→ FX → 0) est exacte dans D.

Remarques. (1) Si F est covariant, alors F est exacte à gauche si, et seulement si, pour

tout morphisme g de C, F (Ker(g)) = Ker(F (g)); et F est exact à droite si, et seulement si,

pour tout morphisme f de C, F (Coker(f)) = Coker(F (f))).

(2) Si F est contravariant, alors F est exacte à gauche si, et seulement si, pour tout

morphisme f de C, F (Coker(f)) = Ker(F (f)); et F est à exact à droite si, et seulement si,

pour tout morphisme f de C, F (Ker(f)) = Coker(F (f))).

3.5.4. Proposition. Soit F : C → D un foncteur covariant ou contravariant. Les

conditions suivantes sont équivalentes:

(1) F est exact.

(2) F préserve les suites exactes courtes.

(3) F est exact à gauche et exact à droite.

Démonstration. Supposons que F est covariant. Il est trivial que (1) implique (2). Sup-

posons que F préserve les suites exactes courtes. On prétend que F préserve les monomor-

phisme et les épimorphismes. En effet, tout monomorphisme f : X → Y se trouve sur une

suite exacte courte 0 → X
f→ Y → Z → 0. D’après l’hypothèse sur F , la suite

0 → FX
Ff→ FY → FZ → 0
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est exacte. En particulier, F (f) est un monomorphisme. De même, on montre que F préserve

les épimorphismes.

Soit 0 → M
g→ N

h→ L une suite exacte dans C. Alors h = ip avec i : U → L un

monomorphisme et p : N → U un épimorphisme. En outre, Ker(p) = Ker(h) = g. Ainsi

0 → M
f→ N

p→ U → 0 est une suite exacte courte. Donc

0 → FM
Ff→ FN

Fp→ FU → 0

est exacte d’après l’hypothèse. Or F (h) = F (ip) = F (i)F (p) avec F (i) un monomorphisme

et F (p) un épimorphisme. Ainsi KerF (h) = Ker(F (p)) = F (f). Par conséquent,

0 → FM
Ff→ FN

Fh→ FL

est une suite exacte. Ceci montre que F est exact à gauche. De même F est exact à droite.

Supposons enfin que F est exact à gauche et exact à droite. Alors F (Ker(f)) = Ker(Ff)

et F (Coker(f)) = Coker(Ff)) pour tout morphisme f de C. Si X
f→ Y

g→ Z est une suite

exacte dans C, alors Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f)). Or

Ker(Fg) = F (Ker(g)) = F (Ker(Coker(f))) = Ker(Coker(Ff)) = Im(Ff),

c’est-à-dire, la suite FX
Ff→ FY

Fg→ FZ est exacte dans D. Ceci achève la démonstration.

3.5.5. Théorème. Soit M ∈ C. Alors le foncteur covariant C(M,−) : C → Mod-K et

le foncteur contravariant C(−,M) : C → Mod−K sont tous exacts à gauche.

Démonstration. Soit 0 → X
f→ Y

g→ Z une suite exacte courte dans C. Considérons

la suite dans Mod-K suivante:

(∗) 0 → C(M,X)
C(M,f)−→ C(M,Y )

C(M,g)−→ C(M, Z).

D’abord, si φ ∈ C(M,X) est tel que C(M, f)(φ) = fφ = 0, alors φ = 0 puisque f est un

monomorphisme. Donc C(M, f) est un monomorphisme. Ensuite pour tout φ ∈ C(M, X),

on a C(M, g)C(M, f)(φ) = gfφ = 0. Ainsi C(M, g)C(M, f) = 0. Enfin, soit ψ ∈ C(M, Y ) est

tel que C(M, g)(ψ) = gψ = 0. Comme f est le noyau de g, il existe ψ′ : M → X tel que

ψ = fψ′ = C(M, f)(ψ′). Ceci montre que (∗) est exact, et donc C(M,−) est exact à gauche.

De même, on peut montrer que C(−,M) est exact à gauche. La preuve se termine.

3.5.6. Théorème. Si F : C → D est une équivalence ou anti-équivalence, alors F est

exact.

Démonstration. Supposons que F est une équivalence. Soit X
f→ Y

g→ Z → 0 exacte

dans C. Alors Fg ◦ Ff = 0. Soit h : FY → V tel que h ◦ Ff = 0. Comme F est dense,

il existe un isomorphisme φ : V → FU dans D avec U on objet de C. Comme F est fidèle
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et plein, il existe α ∈ C(Y, U) tel que F (α) = φ ◦ h et α ◦ f = 0. Or α = β ◦ g avec

β ∈ C(Z, U). Ainsi h = φ−1 ◦ F (α) = φ−1F (β)Fg. Supposons maintenant que h = h′ ◦ Fg.

Alors φ ◦ h′ = F (β′) avec β′ ∈ C(Z, U). Or F (βg) = F (α) = φh = φh′Fg = F (β′g). Ainsi

βg = β′g, et donc β′ = β. Ainsi φh′ = F (β). Ceci donne h′ = φ−1F (β). Par conséquent,

Fg est co-noyau de Ff . Donc F est exact à droite. De même, F est exact à gauche. Ceci

achève la démonstration.

3.5.7. Définition. Soient F : C → D et G : D → C des foncteurs covariants. On dit

que (F,G) est une paire adjointe si pour tout objet X de C et tout objet Y de D, il existe

un K-isomorphisme ηXY : (X, GY ) → D(FX, Y ), qui est fonctoriel en X et en Y . Dans ce

cas, on dit que F est un adjoint à gauche de G; et G est un adjoint à droite de F .

3.5.9. Théorème. Soient F : C → D et G : D → C des foncteurs covariants tels que

(F, G) est une paire adjointe. Alors F est exact à droite et G est exact à gauche.

Démonstration. Soit X
f→ Y

g→ Z → 0 une exacte dans C. Considérons le diagramme

commutatif suivant:

C(Z, GV )
(g,GV )- C(Y, GV )

(f,GV )- C(X, GV )

D(FZ, V )

ηZV

?
(Fg,V )- D(FY, V )

ηY V

?
(Ff,V )- C(FX, V ).

ηXV

?

On veut montrer que Fg = Coker(Ff). D’abord, Fg ◦Ff = 0. Soit h : FY → V tel que

h ◦ Ff = 0. Posons h′ = η−1
Y V (h) : Y → GV . En vue du diagramme ci-dessus, on voit que

ηY,V (h′f) = ηY,V (h′) ◦ Ff = h ◦ f = 0,

et donc h′f = 0. Donc il existe un unique g′ : Z → GV tel que h′ = g′ ◦ g. Par conséquent,

h = ηY,V (g′ ◦ g) = ηZV (g′) ◦ Fg.

En outre, soit u : FZ → V tel que h = u ◦ Fg. Posons u′ = η−1
ZV (u) : Z → GV . Alors

ηY V (u′g) = ηZV (u′) ◦ Fg = u ◦ Fg = h.

Par conséquent, u′g = η−1
Y V (h) = h′ = g′◦g. Donc u′ = g′, d’où, u = ηZV (g′). Par conséquent,

Fg est le co-noyau de Ff . Ceci montre que F est exact à droite. De même, on peut montrer

que G est exact à gauche. La preuve se termine.

3.6. Produits fibres et sommes amalgamées

3.6.1. Définition. Soit C une catégorie avec un diagramme commutatif de morphismes
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X
f2 //

f1

²²

X2

g2

²²
X1 g1

// Y.

(1) Le diagramme s’appelle un produit fibre de g1 et g2 si pour tout diagramme commutatif

Z
h2 //

h1

²²

X2

g2

²²
X1 g1

// Y

de morphismes de C, il existe un unique morphisme h : Z → X rendant commutatif le

diagramme:

Z

h1

¿¿

h2

$$
h

ÃÃ
X

f2

//

f1

²²

X2

g2

²²
X1 g1

// Y.

(2) Le diagramme s’appelle une somme amalgamée de f1 et f2 si pour tout diagramme

commutatif de morphismes

X
f2 //

f1

²²

X2

h2

²²
X1 h1

// Z,

il existe un unique morphisme h : Y → Z rendant commutatif le diagramme:

X
f2 //

f1

²²

X2

g2

²² h2

··

X1
g1 //

h1 ++

Y

h
ÃÃ
Z.

Remarque. Le produit fibré et la somme amalgamée, s’ils existent, sont uniques à

isomorphisme près.

On se fixe K un anneau commutatif.
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3.6.2. Proposition. Soit C une K-catégorie avec un diagramme de morphismes

X
f2 //

f1

²²

X2

g2

²²
X1 g1

// Y.

Supposons que le produit X1ΠX2 existe et posons

f =

(
f1

f2

)
: X → X1ΠX2; et g = (g1, −g2) : X1ΠX2 → Y.

(1) Le diagramme est un produit fibré de g1 et g2 si, et seulement si, f est le noyau de g.

(2) Le diagramme est une somme amalgamée de f1 et f2 si, et seulement si, g est le

co-noyau de f .

Démonstration. On montre seulement (1). Supposons que le diagramme est un produit

fibré de g1 et g2. D’abord, gf = g1f1 − g2f2 = 0. Si

h =

(
h1

h2

)
: Z → X1ΠX2

est un morphisme tel que gh = g1h1 − g2h2 = 0, alors il existe un unique morphisme

φ : Z → X tel que hi = fiφ, c’est-à-dire, φ est l’unique morphisme tel que h = fφ. Ceci

montre que f est le noyau de g.

Supposons réciproquement que f est le noyau de g. Comme gf = g1f1 − g2f2 = 0, le

diagramme est commutatif. Si hi : Z → Xi, i = 1, 2, sont tels que

0 = g1h1 − g2h2 = g

(
h1

h2

)
.

Comme f est le noyau de g, il existe un unique morphisme φ : Z → X tel que

(
h1

h2

)
= fφ =

(
f1φ

f2φ

)
,

c’est-à-dire, φ est l’unique morphisme tel que hi = fiφ, i = 1, 2. Ainsi le diagramme est un

produit fibré de g1 et g2. Ceci achève la démonstration.

3.6.3. Corollaire. Soit C une K-catégorie abélienne. Alors le produit fibré de deux

morphismes de même co-domaine ainsi que la somme amalgamée de deux morphismes de

même domaine existe.

3.6.4. Proposition. Soit A une K-algèbre.
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(1) Le produit fibré de deux homomorphismes g1 : M1 → M et g2 : M2 → M de

A-modules est de la forme suivante:

P
p2 //

p1

²²

M2

g2

²²
M1 g1

// M,

où P = {(x1, x2) ∈ M1ΠM2 | g1(x1) = g2(x2)} et pi est la restriction à P de la projection

canonique de M1ΠM2 sur Mi, i = 1, 2.

(2) La somme amalgamée de deux homomorphismes f1 : M → M1 et f2 : M → M2 de

A-modules est de la forme suivante:

M
f2 //

f1

²²

M2

s2

²²
M1 s1

// S,

où S = (M1 qM2)/T avec T = {(f1(x), f2(x)) | x ∈ M}, et si est le composé de l’injection

canonique de Mi dans M1 qM2 et la projection canonique de M1 qM2 sur S, i = 1, 2.

Démonstration. On montre seulement (1). Posons g = (g1, −g2). Remarquons que

p =

(
p1

p2

)
: P → M1ΠM2

est l’inclusion. Pour tout x = (x1, x2) ∈ M1ΠM2, on a x ∈ ker(f) si, et seulement si,

g1(x1)− g2(x2) = 0 si, et seulement si, x ∈ P si, et seulement si, x ∈ im(p). Ainsi la suite

0 // P
p // M1ΠM2

g // M

est exact. Donc diagramme est un produit fibré de g1 et g2. Ceci achè la démonstration.

3.6.5. Théorème. Soit C une K-catégorie abélienne avec un diagramme commutatif de

morphismes

M
f2 //

f1

²²

M2

g2

²²
M1 g1

// N.

(1) Si le diagramme est un produit fibré de g1 et g2, alors il existe un diagramme com-

mutatif à lignes exactes:

0 - K2
- M

f2- M2

0 - K1

∼=
?

- M1

f1

?
g1- N.

g2

?
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La réciproque est vraie si f2 est un épimorphisme.

(2) Si le diagramme est une somme amalgamée de f1 et f2, alors il existe un diagramme

commutatif à lignes exactes:

M
f2- M2

- L2
- 0

M1

f1

?
g1- N

g2

?
- L1

∼=
?

- 0.

La réciproque est vraie si g1 est un monomorphisme.

Démonstration. Supposons que le diagramme est un produit fibré de g1 et g2. Posons

i1 : K1 → M1 le noyau de g1 et i2 : K2 → M celui de f2. Comme g1(f1i2) = g2f2i2 = 0, il

existe un morphisme h : K2 → K1 rendant commutatif le diagramme à lignes exactes:

0 - K2
i2- M

f2- M2

0 - K1

h

?
i1- M1

f1

?
g1- N.

g2

?

Remarquons qu’il existe un morphisme j : K1 → M rendant commutatif le diagramme

K1

i1

ÀÀ

0

$$
j

CCC
C

!!CCC
C

M
f2

//

f1

²²

M2

g2

²²
M1 g1

// N.

Comme f2j = 0, il existe j1 : K1 → K2 tel que j = i2j1. Alors i1 = f1j = g1i2j1 =

i1hj1, et donc hj1 = 1IK1 car i1 est un monomorphisme. Maintenant, on a un diagramme

commutatif:

K2

i1h

))

0

ººjh ''

i2

¼¼
M

f2

//

f1

²²

M2

g2

²²
M1

g1 // N.

Par l’unicité, i2 = jh = i2(j1h), et donc j1h = 1IK2 car i2 est un monomorphisme. Ceci

implique que h est un isomorphisme.

Supposons réciproquement qu’on a un diagramme commutatif à lignes exactes:

0 - K2
i2- M

f2- M2
- 0

0 - K1

h1

?
i1- M1

f1

?
g1- N,

g2

?
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où h1 est un isomorphisme. Comme C est abélienne, le produit fibré de g1 et g2 existe. En

vue qu’on a prouve, il existe un diagramme commutatif à lignes exactes:

0 - K3
i3- P

p2- M2

0 - K1

h2

?
i1- M1

p1

?
g1- N,

g2

?

où h2 est un isomorphisme et le premier carré est un produit fibré de g1 et g2. Or il existe

un morphisme φ : M → P tel que f2 = p2φ et f1 = p1φ. Remarquons que p2 est un

épimorphisme car f2 l’est. En outre, il existe un morphisme ψ : K2 → K3 rendant commutatif

le diagramme à lignes exactes:

0 // K2
i2 //

ψ
²²

M
f2 //

φ

²²

M2
// 0

0 // K3
i3 //

h2

²²

P
p2 //

p1

²²

M2

f2

²²

// 0

0 // K1
i1 // M1

g1 // N,

d’où i1h2ψ = p1φi2 = f1i2 = i1h1. Comme i1 est un monomorphisme, h2ψ = h1. Comme h1

et h2 sont des isomorphisme, ψ l’est aussi. D’après le lemme 3.4.4, φ est un isomorphisme.

Ceci achève la démonstration.

3.6.6. Corollaire. Soit C une K-catégorie abélienne avec un diagramme de morphismes

M
f2 //

f1

²²

M2

g2

²²
M1 g1

// N.

(1) Si le diagramme est un produit fibré de g1 et g2, alors g1 (respectivement, g2) est un

monomorphisme si et seulement si f2 (respectivement, f1) l’est.

(2) Si le diagramme est une somme amalgamée de f1 et f2, alors f1 (respectivement, f2)

est un épimorphisme si et seulement si g2 (respectivement, g2) l’est.

(3) Le diagramme est un produit fibré de g1 et g2 ainsi qu’une somme amalgamée de f1

et f2 si, et seulement si, la suite suivante est exacte:

0 - M




f1

f2




- M1 qM2
(g1, −g2)- N - 0.
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Chapitre IV: Modules projectifs et injectifs

4.1. Modules libres

Soit A une algèbre sur un anneau commutatif K.

4.1.1. Définition. Soit M ∈ Mod-A. Une famille X d’éléments de M s’appelle une

A-base si elle satisfait aux conditions suivantes:

(1) Tout y ∈ M s’écrit y = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan avec xi ∈ X, ai ∈ A.

(2) Si x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = 0 avec xi ∈ X, ai ∈ A, alors ai = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Dans ce cas, on dit que M est libre.

Exemple. (1) Le module nul est libre ayant pour A-base l’ensemble vide.

(2) Soit Λ un ensemble d’indice. Posons Mλ = AA. Alors le co-produit qλ∈ΛMλ est libre

ayant pour A-base {xλ = (δλ,µ)µ∈Λ | λ ∈ Λ}, où δλ,λ = 1A et δλ,µ = 0 pour tout µ 6= λ.

(3) Le ZZ-module ZZn avec n > 1 n’est pas libre.

4.1.2. Théorème. Soit M un A-module avec X une famille non vide d’éléments de M .

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) X est une A-base de M .

(2) M = ⊕x∈XxA.

(3) Pour toute fonction f de X dans un A-module N , il existe un unique homomorphisme

φ : M → N tel que f = φi, où i : X → M est l’inclusion.

Démonstration. Il est évident que (1) implique (2).

Supposons que M = ⊕x∈XxA. Étant donnée une fonction f : X → N, l’application

φ :
∑

x∈X xax 7→
∑

x∈X f(x)ax est le seul homomorphisme tel que f = φi.

Supposons que la condition en (3) est satisfaite. Posons N =
∑

x∈X xA et considérons

l’inclusion j : X → N . D’après l’hypothèse, il existe un homomorphisme φ : M → N tel que

j = φi. Or l’inclusion l : N → M est tel que i = lj = lφi. D’après l’unicité pour l’inclusion

i : X → M , on a lφ = 1IM . Par conséquent, l est surjectif, c’est-à-dire, M =
∑

x∈X xA.

Soient x1, . . . , xn ∈ X deux à deux distincts. Supposons que x1a1 +x2a2 + · · ·+xnan = 0

avec ak ∈ A. On se fixe un k avec 1 ≤ k ≤ n. Soit fk : X → A la fonction définie par

fk(y) =

{
1A, si y = xk;

0A, sinon.

Alors il existe un homomorphisme φk : M → A tel que fk = φki. Donc

0 = φk(
n∑

r=1

xrar) =
n∑

r=1

φk(xr)ar =
n∑

r=1

fk(xr)ar = 1Aak = ak.
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Donc X est une A-base de M . Ceci achève la démonstration.

4.1.3. Corollaire. Un A-module M est libre si et seulement si M ∼= qλ∈ΛAA pour un

ensemble d’indice Λ.

4.1.4. Théorème. Soient M,N ∈ Mod-A libres ayant pour bases X, Y respectivement.

Si X et Y ont le même cardinal, alors M ∼= N .

Démonstration. Supposons que X et Y ont le même cardinal. Alors il existe des

fonctions f : X → Y et g : Y → X telles que fg = 1IX et gf = 1IY . Soient i : X → M et

j : Y → N les inclusions. Alors il existe des homomorphismes φ : M → N et ψ : N → M

tels que jf = φi et ig = ψj. Donc i = igf = ψjf = ψφi = 1IM i. Par conséquent, ψφ = 1IM .

De même φψ = 1IN . Ceci achève la démonstration.

Remarque. La réciproque du théorème 4.1.4 n’est pas vraie. Soit V un espace vectoriel

de dimension infinie sur un corps K et considérons la K-algèbre A = EndK(V ). On voit

aisément V ∼=K V q V . Donc HomK(V, V ) ∼=K HomK(V, V ) q HomK(V, V ). Ainsi A ∼=K

AqA. En fait, il s’agit d’un isomorphisme de A-modules. Par conséquent, A ∼=A AqA. Or

AA a pour base {1A}, mais AA q AA a pour base {(1A, 0), (0, 1A)}.

4.1.5. Théorème. Soit X un ensemble. Il existe un A-module libre L(X), unique à

isomorphisme près, ayant pour base X.

Démonstration. Posons L(X) l’ensemble des combinaisons linéaires formelles

x1a1 + · · ·+ xnan; n ≥ 1, xi ∈ X, ai ∈ A.

On voit aisément que L(X) est un A-module à droite pour les opérations naturelles, et X

est une A-base de L(X).

Remarque. On a L(X) ∼= qλ∈ΛAA
∼= { les fonctions f : X → A}.

4.1.6. Théorème. Supposons que K est un corps et A est un sur-corps de K. Alors

tout A-module est libre.

Démonstration. Soit M ∈Mod-A non nul. Prenons 0 6= x ∈ M . Comme A est un

corps gauche, {x} est A-libre. Donc la classe Σ des familles A-libres X de M est non vide.

Il est claire que la réunion d’une châıne de familles A-libres est A-libre. D’après le lemme

de Zorn, Σ admet un élément maximal X0. Alors pour tout y ∈ M , la famille X0 ∪ {y} est

A-liée. Comme X0 est A-libre et A est un corps gauche, on voit que y ∈ ∑
x∈X0

xA. Ceci

montre que X0 est une base de M . La preuve se termine.

4.1.7. Proposition. Soit M un A-module. Il existe un A-module libre L et un

épimorphisme f : L → M dans Mod-A. En outre, si M est de type fini, alors L peut

être choisi de type fini.
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Démonstration. On choisit une famille X d’éléments de M tel que M =< X >. Si

M est de type fini, on peut choisir une famille finie X. Soit L(X) un A-module libre ayant

pour A-base X. Soit j : X → M l’inclusion. Alors il existe une application A-linéaire

φ : L(X) → M tel que φX = j. Comme M =< X >, on voit que φ est surjectif. Ceci achève

la démonstration.

4.2. Modules projectifs

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

4.2.1. Définition. Un A-module P est dit projectif si tout diagramme à ligne exacte

P

φ
²²

M
f // N // 0

d’homomorphismes de A-modules peut être complété en un diagramme commutatif:

P

φ

²²

ψ

~~
M

f // N // 0,

c’est-à-dire, HomA(P, f) est surjectif lorsque f est surjectif.

4.2.2. Proposition. Tout A-module libre est projectif. En particulier, AA est projectif.

Démonstration. Soit X une A-base de L. Soient f : M → N et φ : L → N des

homomorphismes de A-modules avec f un épimorphisme. Alors pour tout x ∈ X, il existe

ux ∈ M tel que f(ux) = φ(x). Pour la fonction j : X → M : x 7→ ux, il existe un

homomorphisme ψ : L → M de A-modules tel que ψ|X = j. Pour tout x ∈ X, on a

(fψ)(x) = f(ux) = φ(x). Ceci donne fψ = φ. La preuve se termine.

Exemple. Si D est un sur corps de K, alors tout D-module est libre, et donc projectif.

4.2.3. Théorème. Soient {Pλ | λ ∈ Λ} une famille de A-modules et P = qλ∈ΛPλ. Alors

P est projectif si, et seulement si, Pλ est projectif pour tout λ ∈ Λ.

Démonstration. Pour tout λ ∈ Λ, soient qλ : Pλ → P l’injection canonique et pλ : P →
Pλ la projection. Remarquons que pλqλ = 1IPλ

.

Supposons que P est projectif. Soit f : M → N un épimorphisme de A-modules. Si

φ : Pλ → N est un homomorphisme, alors il existe un homomorphisme ψ : P → M tel que

φpλ = fψ. Donc φ = φ1IPλ
= φpλqλ = f(ψqλ). Donc Pλ est projectif.
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Supposons réciproquement que Pλ est projectif pour tout λ ∈ Λ. Soit f : M → N

un épimorphisme de A-modules. Si φ : P → N est un homomorphisme, alors il existe

ψλ : Pλ → M tel que φqλ = fψλ puisque Pλ est projectif. D’après la définition du co-

produit, il existe ψ : P → M tel que ψλ = ψqλ, pour tout λ ∈ Λ. Donc φqλ = (fψ)qλ, pour

tout λ ∈ Λ. Il s’en suit que φ = fψ. Donc P est projectif. La preuve se termine.

Remarque. En général, le produit d’une famille de modules projectifs n’est pas projectif.

4.2.4. Théorème. Soit P un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) P est projectif.

(2) Le foncteur covariant HomA(P,−) est exact.

(3) Toute suite exacte courte 0 - M
f - N

g - P - 0 d’homomorphismes de

A-modules est scindée.

(4) Tout épimorphime g : M → P de A-modules est une rétraction.

(5) P est un facteur d’un A-module libre.

Démonstration. On sait que HomA(P,−) est exact à gauche. Si P est projectif, alors

HomA(P, f) est un épimorphisme pour tout épimorphisme f dans Mod-A. Ainsi HomA(P,−)

est exact.

Si HomA(P,−) est exact, alors HomA(P, g) est surjectif. Donc il existe h ∈ HomA(P,N)

tel que 1IN = HomA(P, g)(h) = hg, c’est-à-dire, la suite est scindée.

Supposons que (3) est valide. Si g : M → P est un épimorphisme, alors la suite exacte

courte 0 → kerg → M
g−→ P → 0 est scindée. Donc g est une rétraction.

Supposons que (4) est valide. On a toujours un épimorphisme g : L → P avec L libre.

Comme g est une rétraction, on a que P est un facteur direct de L.

Supposons enfin qu’il existe un module Q tel que P q Q = L est libre. Ainsi L est

projectif. Par conséquent, P l’est. Ceci achève la démonstration.

4.2.5. Corollaire. Soit A une K-algèbre. Si e est un idempotent (c’est-à-dire, e2 = e)

de A, alors eA est un A-module projectif à droite et Ae est un A-module projectif à gauche.

Démonstration. Posons f = 1− e. Comme e2 = e, on a f 2 = f et ef = fe = 0. Il est

claire que AA = eA + fA. Si x ∈ eA ∩ fA, alors x = ex = fx, et donc x = ex = e(fx) = 0.

Donc AA = eA⊕ fA. Par conséquent, eA est projectif.

Exemple. Soit A = KQ l’algèbre des chemins d’un carquois fini Q sur un corps K. Si

a est un sommet de Q, alors a est un idempotent de A. Donc Aa est un A-module projectif

à gauche, qui est composé des combinaisons linéaires des chemins de source a.

4.2.6. Proposition. Pour tout A-module M , il existe une suite exacte

· · · → Pn
fn→ Pn−1 → · · · → P1

f1→ P0
f0→ M → 0,
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avec les Pj projectifs, appelée une résolution projective de M .

Démonstration. D’abord, il existe une suite exacte P0
f0→ M → 0 avec P0 projective.

Supposons que n ≥ 0 et on a une suite exacte Pn
fn→ · · · → P0

f0→ M → 0 avec les Pj

projectifs. Posons Kn = ker(fn) et in : Kn → Pn l’inclusion. Or il existe un épimorphisme

gn+1 : Pn+1 → Kn avec Pn+1 projective. Posons fn+1 = ingn. Alors im(fn+1) = Kn = ker(fn).

Par conséquent,

Pn+1
fn+1→ Pn

fn→ Pn−1 → · · · → P1
f1→ P0

f0→ M → 0

est exacte. D’où le résultat.

4.2.7. Définition. Soit M un A-module. Une suite exacte

P1
f1→ P0

f0→ M → 0

avec les Pj projectifs s’appelle présentation projective de M . En outre, M est dite de

présentation finie si P1 et P0 sont de type fini.

4.2.8. Lemme de Schanuel. Si l’on a deux suites exactes courtes de A-homomorphismes

0 → K → P → M → 0 et 0 → L → Q → M → 0

avec P et Q projectifs, alors P q L ∼= QqK.

Démonstration. La projectivité de P donne un diagramme commutatif à lignes exactes:

0 - K
i - P - M - 0

0 - L

f

?
j - Q

g

?
- M

1IM
?

- 0.

En vue du théorème 3.6.5(2), le premier carré est une somme amalgamée de i et f . Ainsi on

a une suite exacte

0 - K




i

f




- P q L
(g,−j)- Q - 0.

Ici on a l’exactitude en K car i est injective. Comme Q est projectif, la suite est scindée.

Ceci donne P q L ∼= QqK. La preuve se termine.

4.3. Couvertures projectives

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.
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4.3.1. Définition. (1) Soit M un A-module. Un sous-module N de M est dit superflu

si pour tout sous-module L avec L 6= M , on a N + L = M .

Exemples. (1) Le sous-module nul 0 de M est superflu.

(2) Le ZZ-module ZZ n’a pas de sous-module non nul superflu. En effet, si N est un

sous-module non nul, alors il existe un entier non nul n tel que N = n ZZ. Prenons m un

entier tels que m,n sont co-premiers. Alors L = m ZZ 6= ZZ et ZZ = N + L.

4.3.2. Proposition. Soit M un A-module de type fini non nul. Alors un sous-module N

est superflu si, et seulement si, N est contenu dans l’intersection des sous-modules maximaux

de M .

Démonstration. S’il existe un sous-module maximal L de M tel que N 6⊆ M , alors

N + L = M avec L 6= M . Donc N n’est pas superflu.

Supposons maintenant que N est contenu dans l’intersection des sous-modules maximaux

de M . Si L est un sous-module de M avec L 6= M , alors L ⊆ L0 avec L0 un sous-module

maximal de M . Comme N ⊆ L0, on a N + L ⊆ L0 6= M . Ainsi N est superflu dans M .

Ceci achève la démonstration.

4.3.3. Définition. Soit f : M → N un épimorphisme de A-modules.

(1) On dit que f est dit superflu si ker(f) est superflu dans M .

(2) On dit que f est minimal si pour tout homomorphisme g : L → M de A-modules, fg

est surjectif si et seulement si g est surjectif.

Remarques. (1) Un isomorphisme est un épimorphisme superflu.

(2) Si f : M1⊕· · ·⊕Mn → N est un épimorphisme minimal avec les Mi tous non nuls, alors

f |Mi
6= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. En effet, si f |M1 = 0, alors l’inclusion j : M2⊕ · · · ⊕Mn → N

est non surjectif tel que fj est surjectif.

4.3.4. Lemme. Soit f : M → N un épimorphisme de A-modules. Alors f est superflu

si, et seulement si, f est minimal.

Démonstration. Supposons que f est superflu. Soit g : L → M tel que fg est un

épimorphisme. Pour tout x ∈ M, f(x) = (fg)(y) avec y ∈ L. Ainsi z = x − g(y) ∈ ker(f).

Ceci implique M = im(g) + ker(f). Donc im(f) = M car ker(f) est superflu dans M . Ainsi

f est minimal.

Supposons réciproqument que f est minimal. Soit L un sous-module de M tel que

ker(f) + L = M . Considérons l’inclusion i : L → M. Soit y ∈ N . Comme f est surjectif, il

existe x1 ∈ ker(f) et x2 ∈ L tels que y = f(x1+x2) = f(x2) = (fi)(x2). Ainsi fi est surjectif.

Comme f est minimal, i est surjectif, c’est-à-dire, L = M . D’ou, ker(f) est superflu dans

M . Ceci achève la démonstration.
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4.3.5. Définition. Soit M un A-module. Une couverture projective de M est un

épimorphisme minimal ε : P → M avec P projectif. Dans ce cas, on dit aussi que P est une

couverture projective de M .

Le résultat suivant dit qu’un module admet au plus une couverture projective à isomor-

phisme près.

4.3.6. Théorème. Soit ε : P → M une couverture projective d’un A-module M . Si

ε′ : P ′ → M est un épimorphisme avec P ′ projectif, alors il existe une rétraction g : P ′ → P

tel que ε′ = εg. En outre, g est un isomorphisme si ε′ : P ′ → M est également une couverture

projective de M .

Démonstration. Comme P ′ est projectif, il existe g : P ′ → P tel que ε′ = εg. La

minimalité de f entrâıne que g est un épimorphisme. Et la projectivité de P entrâıne que

g est une rétraction. Soit g′ : P → P ′ tel que gg′ = 1IP . Alors ε′g′ = εgg′ = ε. Si ε′ est

également minimal, alors g′ est surjectif, et donc un isomorphisme. Par conséquent, g est

un isomorphisme. Ceci achève la démonstration.

Remarque. Si M est projectif, alors 1IM : M → M est une couverture projective. Donc

un épimorphisme ε : P → M avec P projectif est une couverture projective de M si, et

seulement si, ε est un isomorphisme.

Remarquons qu’un module n’a pas nécessairment de couverture projective.

Exemple. Le ZZ-module ZZ2 n’a pas de couverture projective. En effet, la projection

canonique p : ZZ → ZZ2 est un épimorphisme non minimal. Supposons au contraire que

ε : P → ZZ2 est une couverture projective de ZZ2. Alors il existe une rétraction g : ZZ → P

telle que p = εg. Étant un facteur direct de ZZ, ker(g) = 0. Donc g est un isomorphisme.

Ceci implique que p est une couverture projective, une contradiction.

4.3.7. Définition. Soit M un A-module. Une résolution projective

· · · → Pn
fn→ Pn−1 → · · · → P1

f1→ P0
f0→ M → 0,

de M est dite minimale si ker(fn) est superflu dans Pn, pour tout n ≥ 0. Dans ce cas,

P1
f1→ P0

f0→ M → 0

s’appelle une présentation projective minimale de M .

Il suit du théorème 4.3.6 que la résolution projective minimale d’un module, si elle existe,

est unique à isomorphisme près. Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la

proposition 4.3.2 et le lemme 4.3.4.
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4.3.8. Lemme. Soit P un A-module projectif de type fini. Alors un épimorphisme

f : P → M est une couverture projective de M si, et seulement si, ker(ε) est contenu dans

l’intersection des sous-modules maximaux de P .

Exemple. Soient K un corps avec λ ∈ K non nul et Q le carquois suivant:

aα 99 β
yy

Soit A = KQ/I, où I =< βα + λαβ, α2, β2 >. Alors A = K < ā, ᾱ, β̄, ᾱβ̄ > et L = K <

ᾱ, β̄ > est le seul sous-module maximal de AA. Posons Mn = (ᾱ + λnβ̄)A et εn : A → Mn la

multiplication par (ᾱ + λnβ̄) à gauche. Comme ker(εn) = Mn+1 ⊆ L, on voit que εn est la

couverture projective de Mn. Par conséquent, M0 admet une résolution projective minimale

suivante:

· · · → A
φn−→ A → · · · → A

φ1−→ A
φ0−→ M0 → 0,

où φn est la multiplication par (ᾱ + λnβ̄) à gauche.

4.4. Modules injectifs

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

4.4.1. Définition. Un A-module I est dit injectif si tout diagramme à ligne exacte

0 // M
f //

φ
²²

N

I

d’homomorphismes de A-modules peut être complété en un diagramme commutatif:

0 // M
f //

φ
²²

N

ψ~~
I,

c’est-à-dire, HomA(f, I) est surjectif lorsque f est injectif.

Exemple. Le module 0 est injectif.

4.4.2. Théorème. Soient {Iλ | λ ∈ Λ} une famille de A-modules.

(1) Le produit Πλ∈ΛIλ est injectif si, et seulement si, Iλ est injectif pour tout λ ∈ Λ.

(2) Si le co-produit qλ∈Λ est injectif, alors Iλ est injectif pour tout λ ∈ Λ. La réciproque

n’est pas vraie en générale.
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Démonstration. Posons I = Πλ∈Λ Iλ. Pour tout λ ∈ Λ, soient pλ : I → Iλ la projection

canonique et qλ : Iλ → I l’injection. Remarquons que pλqλ = 1IIλ
. Soit f : M → N un

monomorphisme de A-modules.

Supposons que I est injectif. Soit f : M → N un monomorphisme de A-modules. Si

φ : M → Iλ est un homomorphisme, alors il existe un homomorphisme ψ : N → I tel que

qλφ = ψf . Donc φ = pλqλφ = (pλψ)f . Donc Iλ est injectif, pour tout λ ∈ Λ. De même, on

peut montrer que si qλ∈Λ est injectif, alors Iλ est injectif pour tout λ ∈ Λ.

Supposons réciproquement que Iλ est injectif pour tout λ ∈ Λ. Soit f : M → N un

monomorphisme de A-modules. Si φ : M → I est un homomorphisme, alors pour tout

λ ∈ Λ, il existe ψλ : N → Iλ tel que pλφ = ψλf . D’après la définition du produit, il existe

ψ : N → I tel que ψλ = pλψ, pour tout λ ∈ Λ. Donc pλφ = ψλf = pλψf, pour tout λ ∈ Λ.

Il s’en suit que φ = ψf . Donc I est injectif. La preuve se termine.

4.4.3. Théorème. Soit I un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) I est injectif.

(2) Le foncteur contravariant HomA(−, I) est exact.

(3) Toute suite exacte courte 0 → I
f→ M

g→ N → 0 d’homomorphismes de A-modules

est scindée.

(4) Tout monomorphisme g : I → N de A-modules est une section.

Démonstration. On sait que HomA(−, I) est exact à gauche. Si I est injectif, alors

HomA(−, I) est exact à droite, et donc exact.

Supposons que HomA(−, I) est exact. Si 0 → I
f→ M

g→ N → 0 est exact, alors

HomA(f, I) : HomA(M, I) → HomA(I, I) est exact. Ainsi il existe h : M → I tel que

1II = HomA(f, I)(h) = hf , c’est-à-dire, f est une section. Ainsi la suite exacte courte est

scindée.

Il est trivial que (3) implique (4). Supposons que (4) est valide. Soient f : M → N un

monomorphisme et φ : M → I un homomorphisme de A-modules. Soit

M
f - N

I

φ

?
h- U.

ψ

?

la somme amalgamée de f et φ. Comme f est un monomorphisme, on a une suite exacte:

0 - M




f

φ




- N q I
(ψ, −h)- U - 0.

Ceci signifie que le diagramme est aussi un produit fibré de ψ et h. Par conséquent, h est

un monomorphisme car f l’est. D’après (4), il existe g : U → I tel que gh = 1II . Donc

φ = (gψ)f . Ceci montre que I est injectif. La preuve se termine.
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Remarque. Tout A-module est projectif si, et seulement si, tout A-module est injectif.

En particulier, si D est un sur corps de K, alors tout D-module est injectif.

4.4.4. Critère de Baer. Soit I un A-module à droite. Les conditions suivantes sont

éqivalentes:

(1) Le module I est injectif.

(2) Si J est un idéal à droite de A, alors tout A-homomorphisme φ : J → I est donné

par φ(a) = xa pour un élément x ∈ I.

(3) Si J est un idéal à droite de A, tout A-homomorphisme φ : J → I se prolonge en une

application A-linéaire ψ : A → I.

Démonstration. Supposons que I est injectif. Si φ : J → I est A-linéaire, alors il existe

une application A-linéaire ψ : A → I telle que ψ|J = φ. Or x = φ(1A) ∈ I est tel que pour

tout a ∈ J, φ(a) = ψ(a) = ψ(1)a = xa.

Il est triviale que (2) implique (3). Supposons enfin que (3) est valide. Soit M un sous-

module d’un A-module N , et soit φ : M → I un homomorphisme. Posons Σ l’ensemble

des couples (Q,ψ), où Q est un sous-module de N contenant M et ψ : Q → I est un

homomorphisme tel que ψ|M = φ. On définit un ordre ≤ sur Σ par (Q1, ψ1) ≤ (Q, ψ) si

Q1 ⊆ Q et ψ|Q1 = ψ. Il est évident que toute châıne d’éléments de Σ admet une borne

supérieure. D’après le lemme de Zorn, Σ admet un élément maximal (Q0, ψ0). Supposons

au contraire que Q0 6= N . Prenons x ∈ N tel que x 6∈ Q0. Alors J = {a ∈ A | xa ∈ Q0} est

un idéal à droite de A. Remarquons que l’application

g : J → I : a 7→ ψ0(xa)

est A-linéaire. D’après (3), il existe un homomorphisme h : A → I tel que hJ = g.

Définissons ψ1 : Q0 + xA → I par ψ1(y + xa) = ψ0(y) + h(a), pour tous y ∈ Q0, a ∈ A.

Ceci est correctement défini. En effet, si y + xa = y′ + xa′ avec y, y′ ∈ Q0, a, a′ ∈ A, alors

x(a′ − a) = y − y′ ∈ Q0. Donc a− a′ ∈ J . Or

h(a′ − a) = g(a′ − a) = ψ0(x(a′ − a)) = ψ0(y − y′),

d’où, ψ0(y)+h(a) = ψ0(y
′)+h(a′). On voit aisément que ψ1 est A-linéaire telle que ψ1|Q0 =

ψ0, une contradiction. Donc Q0 = N , et donc φ se prolonge en N . Par conséquent, I est

injectif. Ceci achève la démonstration.

4.4.5. Lemme. Un ZZ-module M est injectif si, et seulement si, M est divisible.

Démonstration. Supposons que M est injectif. Si n ∈ ZZ est non nul et x ∈ M , alors

φ : n ZZ → M : na 7→ xa est ZZ-linéaire. Or φ se prolonge en une application ZZ-linéaire

ψ : ZZ → M . Ainsi x = φ(n) = ψ(n) = ψ(1)n. Ceci montre que M est divisible.
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Réciproquement, supposons que M est divisible. Soient n ∈ ZZ non nul et φ : n ZZ → M

une application ZZ-linéaire. Or φ(n) = yn pour un y ∈ M . Pour tout na ∈ n ZZ, φ(na) =

φ(n)a = y(na). D’après 4.4.4(2), M est injectif. Ceci achève la démonstration.

Remarque. Comme un quotient d’un ZZ-module divisible est divisible, un quotient d’un

ZZ-module injectif est injectif.

Exemples. On voit que IQ et IQ/ ZZ sont des ZZ-modules injectifs, mais que ZZ est non

injectif.

4.4.6. Corollaire. Tout ZZ-module M est un sous-module d’un ZZ-module injectif.

Démonstration. On a un épimorphisme f : qλ∈Λ ZZ → M de ZZ-modules. Donc

M ∼= (qλ∈Λ ZZ)/ker(f), qui est un sous-module de (qλ∈Λ IQ)/ker(f). Ce dernier est divisible,

et donc injectif. Ceci achève la démonstration.

4.4.7. Lemme. Si I est un ZZ-module injectif, alors Hom ZZ(AA, I) est un A-module à

droite injectif.

Démonstration. Soient J un idéal à droite de A et φ : J → Hom ZZ(AA, I) un homo-

morphisme de A-modules. Considérons le ZZ-homomorphisme γ : J → I : b 7→ φ(b)(1A).

Comme I est ZZ-injectif, il existe δ ∈ Hom ZZ(A, I) tel que δ|J = γ. Or pour tous b ∈ J, a ∈ A,

on a (δb)(a) = δ(ba) = γ(ba) = φ(ba)(1A) = (φ(b)a)(1) = φ(b)(a · 1A) = φ(b)(a). Donc

φ(b) = δb, pour tout b ∈ J . Donc Hom ZZ(AA, I) est injectif d’après 4.4.4(2). Ceci achève la

démonstration.

4.4.8. Théorème. Pour tout A-module M , il existe un A-monomorphisme f : M → I

avec I injective.

Démonstration. Comme M est un ZZ-module, il existe une suite exacte 0 → M → Q de

ZZ-modules avec Q injectif. En appliquant le foncteur exact à gauche Hom ZZ(AA,−), on a une

suite exacte 0 → Hom ZZ(AA, M) → Hom ZZ(AA,Q) dans Mod-A. Or M ∼=A HomA(AA,M),

un sous-module de Hom ZZ(AA,M). Donc on a une suite exacte 0 → M → Hom ZZ(AA, Q)

dans Mod-A avec Hom ZZ(AA, Q) injectif. Ceci achève la démonstration.

4.4.9. Corollaire. Pour tout A-module, il existe une suite exacte

0 → M
f0→ I0

f1→ I1 → · · · → In−1
fn→ In → · · ·

de A-homomorphismes avec les Ij injectifs, appelée une co-résolution injective de M . En

outre, on appelle

0 → M
f0→ I0

f1→ I1

une co-présentation injective de M .
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4.4.10. Définition. Un module injectif I de Mod-A s’appelle un co-générateur injectif

de Mod-A si HomA(M, I) 6= 0, pour tout module non nul M de Mod-A.

Exemple. Le ZZ-module IQ/ ZZ est un co-générateur injectif de Mod- ZZ. En effet, soit

M un ZZ-module non nul. Prenons x ∈ M non nul. On définit un ZZ-homomorphisme

φ : ZZx → IQ/ ZZ par φ(x) = 1
2

+ ZZ si x est d’ordre infini et par φ(x) = 1
n

+ ZZ si x est

d’ordre n. Comme IQ/ ZZ est injectif, φ se prolonge en ZZ-homomorphisme ψ : M → IQ/ ZZ

qui est non nul car φ est non nul.

4.4.11. Proposition. Il existe un co-générateur injectif de Mod-A.

Démonstration. Soit {Iλ | λ ∈ Λ} l’ensemble des idéaux à droite de A. Posons

N = qλ∈ΛA/Iλ. D’après le lemme 4.4.8, il existe un monomorphisme f : N → Q avec

Q injectif. Soit M un A-module ayant un élément non nul x. Comme xA ∼= A/I0 avec

I0 un idéal à droite, il existe un monomorphisme g : xA → N . Comme Q est injectif, le

monomorphisme fg : xA → Q se prolonge en un homomorphisme non nul h : M → Q. Ceci

achève la démonstration.

4.4.12. Théorème. Soit I un co-générateur injectif de Mod-A. Une suite de A-

homomorphismes L
f−→ M

g−→ N est exacte si, et seulement si, la suite suivante est exacte:

HomA(N, I)
(g,I)- HomA(M, I)

(f,I)- HomA(L, I).

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Si gf 6= 0, alors il existe x ∈ L tel

que y = (gf)(x) 6= 0. Comme I est un co-générateur injectif, il existe un A-homomorphisme

non nul yA → I, qui se prolonge en un A-homomorphisme h : N → I. Ceci donne 0 6=
h(gf) = (f, I)(g, I)(h), une contradiction. Ainsi gf = 0.

Supposons qu’il existe x ∈ ker(g) et x 6∈ im(f). Soit p : M → C le co-noyau de f . Alors

p(x) 6= 0. Comme I est un co-générateur injectif, il existe un A-homomorphisme q : C → I

tel que q(p(x)) 6= 0. Comme qpf = 0, on a qp ∈ ker(f, I) = im(g, I). C’est-à-dire, il

existe h : N → I tel que qp = hg. Par conséquent, q(p(x)) = h(g(x)) = h(0) = 0, une

contradiction. Ceci achève la démonstation.

4.5. Enveloppes injectives

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

4.5.1. Définition. Soit N un A-module. Un sous-module M de N est dit essentiel dans

N si M ∩ L 6= 0 pour tout sous-module non nul L de N .

Exemples. (1) Tout module est essentiel dans lui-même.
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(2) Un facteur direct propre d’un module M n’est pas essentiel.

(3) ZZ est essentiel dans IQ.

(4) Les sous-modules non nuls de ZZ sont tous essentiels dans ZZ.

4.5.2. Définition. Soit f : M → N un monomorphisme de A-modules.

(1) On dit que f est essentiel si im(f) est essentiel dans N (c’est-à-dire, le pré-image

d’un sous-module non nul par f est non nul).

(2) On dit que f est minimal si pour tout homomorphisme g : N → L de A-modules, gf

est injectif si et seulement si g est injectif.

Remarque. Un isomorphisme est un monomorphisme essentiel.

4.5.3. Lemme. (1) Un monomorphisme f : M → N de A-module est essentiel si, et

seulement si, il est minimal.

(2) Si f : M → N et g : N → U sont des monomorphismes essentiels, alors gf l’est.

Démonstration. (1) Supposons que f est essentiel. Si g : N → L est tel que

gf est injectif, alors im(f) ∩ ker(g) = 0. Ceci donne ker(g) = 0. Donc f est minimal.

Réciproquement, soit L un sous-module de N tel que im(f)∩L = 0. Considérons la projec-

tion p : im(f) + L → im(f) + L/L : x 7→ x + L. Alors ker(pf) = im(f) ∩ L = 0. Si f est

minimal, alors p est injectif. D’où L = 0. Ceci montre que im(f) est essentiel dans N .

(2) Soit W un sous-module non nul de U . Alors g−1(W ) est un sous-module non nul de

N , et donc f−1(g−1(W )) = (gf)−1(W ) 6= 0. Ainsi gf est essentiel. La preuve se termine.

Remarque. Si f : M → N1⊕· · ·⊕Nm est un monomorphisme minimal avec les Ni tous

non nuls, alors la co-restriction de f à Mi est non nul pour tout 1 ≤ i ≤ m.

4.5.4. Définition. Soit M un A-module. Une enveloppe injective de M est un monomor-

phisme minimal π : M → I avec I injectif. Dans ce cas, on dit aussi I est une enveloppe

injective de M .

Remarque. Une enveloppe injective π : M → I d’un module injectif M est un isomor-

phisme.

Exemple. L’inclusion i : ZZ → IQ est une enveloppe injective de ZZ.

4.5.5. Proposition. Soient M un A-module et π : M → I une enveloppe injective

de M . Si π′ : M → I ′ est un monomorphisme avec I ′ injectif, alors il existe une section

g : I → I ′ tel que π′ = gπ. En outre, g est un isomorphisme si π′ : M → I ′ est aussi une

enveloppe injective de M .
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Démonstration. Comme I ′ est injectif, il existe g : I → I ′ tel que π′ = gπ. La

minimalité de π implique que g est un monomorphisme. Comme I est injectif, g est une

section. Soit g′ : I ′ → I tel que g′g = 1II . Alors g′π′ = π. Si π′ est également minimal,

alors g′ est injectif, et donc un isomorphisme. Par conséquent, g est un isomorphisme. Ceci

achève la démonstration.

4.5.6. Lemme. Un A-module I est injectif si, et seulement si, tout monomorphisme

essentiel f : I → N est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons que I est injectif. Soit f : I → N un monomorphisme

essentiel. Alors il existe g : N → I tel que gf = 1II . D’où, N = im(f) ⊕ ker(g). En

particulier, im(f) ∩ ker(g) = 0, et donc ker(g) = 0 car im(f) est essentiel. Ceci donne à lieu

im(f) = N , Par conséquent, f est un isomorphisme.

Supposons que tout monomorphisme essentiel de domaine I est un isomorphisme. D’après

le théorème 4.4.8, il existe un monomorphisme f : I → J avec J injectif. D’après le lemme

de Zorn, il existe un sous-module M de J qui est maximal pour la proprété que f(I)∩M = 0.

Considérons le monomorphisme h : I → J/M : x 7→ f(x)+M dont l’image est f(I)+M/M .

Si L/M avec M ⊂ L est un sous-module non nul de J/M , alors f(I) ∩ L 6= 0, et donc

(f(I) + M/M) ∩ (L/M) 6= 0. Ceci implique que h est essentiel, et donc un isomorphisme.

En particulier, J = f(I) + M = f(I) ⊕M . Ceci montre que f(I), ainsi que I, est injectif.

La preuve se termine.

4.5.7. Théorème. Tout A-module admet une enveloppe injective.

Démonstration. Il existe un monomorphisme f : M → I avec I injectif. D’après le

lemme de Zorn, il existe un sous-module Q de I qui est maximal pour la propriété que f(M)

est essentiel dans Q. Soit g : Q → N un monomorphisme essentiel. Comme I est injectif, il

existe h : N → I tel que hg = j, l’inclusion. La minimalité de g entrâıne que h est injectif.

Posons L = h(N). Alors f(M) ⊆ Q ⊆ L. La co-restriction l de h sur L est un isomorphisme

et donc essentiel. Par conséquent, lg = j′, l’inclusion Q dans L est essentiel. Cela veut dire

que Q est essentiel dans L. Ainsi f(M) est essentiel dans L. La maximalité de Q implique

Q = L. Donc g est surjectif, et donc un isomorphisme. Ceci montre que Q est injectif et la

co-restriction f ′ : M → Q est le monomorphisme cherché. La preuve se termine.

4.5.8. Corollaire. Tout A-module M admet une co-resolution injective, unique à

isomorphisme près,

0 → M
f0→ I0

f1→ I1 → · · · → In−1
fn→ In → · · ·

telle que im(fn) est essentiel dans In pour tout n ≥ 0, appelée la co-résolution injective

minimale de M . Dans ce cas, 0 → M
f0→ I0

f1→ I1 s’appelle la co-présentation injective

minimale de M .
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Chapitre V: Produit tensoriel de modules et d’algèbres

Soient K un anneau commutatif et A, B, et C des K-algèbres.

5.1. Définition. Soient MA et AN deux A-modules et U un K-module. Une application

f : M ×N → U est dite A-bilinéaire si pour tout x, x1, x2 ∈ M, y, y1, y2 ∈ N, α1, α2 ∈ K et

a ∈ A,

(1) f(x, α1y1 + α2y2) = α1f(x, y1) + α2f(x, y2).

(2) f(α1x1 + α2x2, y) = α1f(x1, y) + α2f(x2, y).

(3) f(xa, y) = f(x, ay).

5.2. Définition. Soient MA et AN deux A-modules. Un produit tensoriel de M et

N sur A est un K-module T avec une application A-bilinéaire t : M × N → T ayant la

propriété universelle: pour toute application A-bilinéaire f : M × N → S, il existe un

unique K-homomorphisme φ : T → S rendant commutatif le diagramme

M ×N
t //

f $$HHHHHHHHH T

φ

²²
S.

5.3. Théorème. Tous A-modules MA et AN admet un produit tensoriel, qui est unique

à isomorphisme près.

Démonstration. It suffit de montrer l’existence. Soit L le K-module libre ayant pour

base l’ensemble M ×N . Soit R le sous-module de L engendré par les éléments des formes

(α1x1 + α2x2, β1y1 + β2y2)− α1β1(x1, y1)− α1β2(x1, y2)− α2β1(x2, y1)− α2β2(x2, y2)

et (xa, y) − (x, ay), où x, x1, x2 ∈ M , y, y1, y2 ∈ N , et a ∈ A. Posons T = L/R. Alors

l’application

t : M ×N → T : (x, y) 7→ (x, y) + R

est clairement A-bilinéaire. Soit f : M × N → U une application A-bilinéaire. Comme L

est K-libre ayant pour base M × N , il existe un unique K-homomorphisme ψ : L → U tel

que ψ|M×N = f . Or la A-bilinéarité de f entrâıne que R ⊆ ker(ψ). Donc il existe un unique

K-homomorphisme φ : T → U tel que ψ = φ ◦ p avec p la projection canonique de L sur T .

Pour tout (x, y) ∈ M ×N, on a

(φ ◦ t)(x, y) = φ((x, y) + R) = ψ(x, y) = f(x, y).

Donc f = φ ◦ t. Ceci achève la démonstration.
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Remarque. Si T avec t : M ×N → T est un produit tensoriel de MA et AN sur A, on

écrit T = M ⊗A N et t(x, y) = x⊗ y, pout tout (x, y) ∈ M ×N . Dans cette notation, on a

(1) x⊗ (α1y1 + α2y2) = α1(x⊗ y1) + α2(x⊗ y2).

(2) (α1x1 + α2x2)⊗ y = α1(x1 ⊗ y) + α2(x2 ⊗ y).

(3) (xa)⊗ y = x⊗ (ay).

En particulier, x⊗ y = 0T si x = 0M ou y = 0N .

5.4. Proposition. Pour tous A-modules MA et AN , on a

M ⊗A N = {
n∑

i=1

xi ⊗ yi | n ≥ 1, xi ∈ M, yi ∈ N}.

Démonstration. Posons U = {∑n
i=1 xi ⊗ yi | n ≥ 1, xi ∈ M, yi ∈ N}. Alors U est un

sous-module du K-module M ⊗A N et l’application

f : M ×N → U : (x, y) 7→ x⊗ y

est A-bilinéaire. Donc il existe un K-homomorphisme φ : M ⊗A N → U tel que f = φt.

Comme t = if avec i l’inclusion de U dans M⊗AN , t = (iφ)t. D’après l’unicité, iφ = 1IM⊗AN .

Par consequent, M ⊗A N = U . Ceci achève la démonstration.

Remarque. En générale, l’expression z =
∑n

i=1 xi ⊗ yi n’est pas unique.

Exemples. (1) Si m,n ∈ ZZ avec (m,n) = 1, alors ZZm ⊗ ZZ ZZn = 0. En effet, il existe

s, t ∈ ZZ tels que mr + ns = 1. Pour tout (x̄, ỹ) ∈ ZZm × ZZn,

x̄⊗ ỹ = xmr + xns⊗ ỹ = xsn⊗ ỹ = xs⊗ nỹ = x̄⊗ 0̃ = 0.

Par conséquent, ZZm ⊗ ZZn = 0.

(2) Soit M un groupe abélien. Alors IQ ⊗ ZZ M = 0 si, et seulement si, M est de torsion

(c’est-à-dire, tout élément de M est d’ordre fini). En effet, M est de torsion, alors pour tout

y ∈ M , il existe n ∈ ZZ tel que ny = 0. Ainsi pour tout x ∈ IQ, on a x ⊗ y = x
n
⊗ ny = 0.

Donc IQ ⊗ ZZ M = 0. Sinon, prenons un sous-module N de M engendré par un élément z

d’ordre infini. Alors il existe un ZZ-monomorphisme φ : N → IQ tel que φ(z) = 1. Comme

IQ est injectif, φ se prolonge en un ZZ-homomorphisme ψ : M → IQ. Comme l’application

f : IQ×M → IQ : (q, y) 7→ qψ(y)

est ZZ-bilinéaire, il existe un ZZ-homomorphisme g : IQ ⊗ ZZ M → IQ tel que g(q ⊗ y) =

f(q, y) = qψ(y). En particulier, g(1⊗ z) = f(1, z) = 1ψ(z) = φ(z) = 1. D’où 1⊗ z 6= 0. Par

conséquent, IQ⊗ ZZ M 6= 0.
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5.5. Proposition. Si M et N sont des K-modules libres ayant pour bases U et V
respectivement, alors M ⊗K N est un K-module libre dont U ⊗ V = {u⊗ v | u ∈ U , v ∈ V}
est une base.

Démonstration. D’abord, M ⊗K N est engendré par U ⊗ V . Soit L le K-module libre

ayant pour base U × V . Comme la fonction

f : M ×N → L : (
∑
u∈U

αuu,
∑
v∈V

βvv) 7→
∑

(u,v)∈U×V
αuβv(u, v)

est K-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme φ : M ⊗K N → L tel que φ(u ⊗ v) =

f(u, v) = (u, v) pour tout (u, v) ∈ U × V . Par conséquent, U ⊗ V est libre, et donc une base

de M ⊗K N . Ceci achève la démonstration.

5.6. Proposition. Si φ : MA → M ′
A et ψ :A N →A N ′ sont des homomorphismes de

A-modules, alors il existe un unique K-homomorphisme φ ⊗ ψ : M ⊗A N → M ′ ⊗A N ′ tel

que (φ⊗ ψ)(x⊗ y) = φ(x)⊗ ψ(y), pout tous x ∈ M, y ∈ N .

Démonstration. Comme l’application

f : M ×N → M ′ ⊗A N ′ : (x, y) 7→ φ(x)⊗ ψ(y)

est A-bilinéaire, on a l’existence de φ⊗ ψ. Ceci achève la démonstration.

Remarque. On voit aisément 1IM ⊗ 1IN = 1IM⊗AN et (φ⊗ ψ)(φ′ ⊗ ψ′) = (φφ′)⊗ (ψψ′).

5.7. Proposition. Étant donnés des bimodules BMA et ANC , il existe une structure de

B-C-bimodule sur M ⊗A N telle que b(x⊗ y)c = (bx)⊗ (yc).

Démonstration. On se fixe b ∈ B. L’application fb : M×N → M⊗AN : (x, y) 7→ bx⊗y

est A-bilinéaire. Ainsi il existe un K-homomorphisme φ(b) : M ⊗A N → M ⊗A N tel que

φ(b)(x⊗ y) = bx⊗ y. Or il est facile de vérifier que

φ : B → EndK(M ⊗A N) : b 7→ φ(b)

est une représentation de B sur M ⊗A N . Par conséquent, M ⊗A N est un B-module à

gauche tel que b(x ⊗ y) = (bx) ⊗ y. De même, M ⊗A N est un C-module à droite tel que

(x ⊗ y)c = x ⊗ (yc). Comme (b(x × y))c = (bx) ⊗ (yc) = b((x × y)c). Ainsi M ⊗A N est

B-C-module. Ceci achève la démonstration.

Remarques. (1) Un A-B-bimodule M détemrine un foncteur covariant

−⊗A M : Mod-A → Mod-B : X 7→ X ⊗A M, f 7→ f ⊗ 1IM .

(2) Un B-A-bimodule M détemrine un foncteur covariant

M ⊗A − : A-Mod → B-Mod : X 7→ M ⊗A X, f 7→ 1IM ⊗ f.
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(3) Soit A une sous-algèbre de B. Alors B est un A-B-bimodule. Si M est un A-module

à droite, alors M ⊗A B est un B-module à droite, qui est le B-module obtenu à partir de

MA par prolongement des coefficients.

5.8. Proposition. (1) Pour un module MA, on a un isomorphisme φM : M ⊗A A → M

de A-modules à droite, fonctoriel en M , tel que φM(x⊗ a) = xa.

(2) Pour un module AN , on a un isomorphisme φN : A ⊗A N → N de A-modules à

gauche, fonctoriel en N , tel que φN(a⊗ x) = ax.

(3) En somme, − ⊗A A ∼= 1IMod-A et A⊗A − ∼= 1IA-Mod.

Démonstration. (1) L’application f : M × A → M : (x, a) 7→ xa est A-bilinéaire.

Donc il existe un A-homomorphisme φM : M ⊗A A → M tel que φM(x ⊗ a) = xa. Or

ψM : M → M ⊗A A : x 7→ x ⊗ 1A est un A-homomorphisme tel que ψMφM = 1IM et

φMψM = 1IM⊗AA. En outre, il est facile de vérifier que pour tout f : M → L, on a

fφM = φL(f ⊗ A). Ceci achève la démonstration.

5.9. Proposition. (1) Pour tous modules MA, ANB, et BL, on a

(M ⊗A N)⊗B L ∼=K M ⊗A (N ⊗B L).

(2) Si A est commutative, alors M ⊗A N ∼=A N ⊗A M, pour tous A-modules M et N .

Démonstartion. (1) Pour tout z ∈ L, on a un A-homomorphisme:

fz : N → N ⊗B L : y 7→ y ⊗ z,

d’où un K-homomorphisme 1IM ⊗ fz. Comme l’application

g : (M ⊗A N)× L → M ⊗A (N ⊗B L) : (w, z) 7→ (1IM ⊗ fz)(w)

est B-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme φ : (M ⊗A N)⊗B L → M ⊗A (N ⊗B L) tel

que φ((x ⊗ y) ⊗ z) = g(x ⊗ y, z) = (1IM ⊗ fz)(x ⊗ y) = x ⊗ (y ⊗ z). De même, il existe un

K-homomorphisme ψ : M⊗A (N⊗B L) → (M⊗AN)⊗B L tel que h(x⊗(y⊗z)) = (x⊗y)⊗z.

On voit aisément que φψ = 1IM⊗A(N⊗BL) et ψφ = 1I(M⊗AN)⊗BL.

(2) Supposons que A est commutative. Alors M et N sont des A-A-bimodules. Ainsi

M ⊗A N est un A-module. Or f : M × N → N ⊗A M : (x, y) 7→ y ⊗ x est A-bilinéaire.

Donc il existe un K-homomorphisme φ : M ⊗A N → N ⊗M tel que φ(x ⊗ y) = f(x, y) =

y ⊗ x. On voit aisément que φ est A-linéaire. De même, il existe un A-homomorphismes

ψ : N ⊗A M → M ⊗ N tel que φ(y ⊗ x) = x ⊗ y. Or φψ = 1IN⊗AM et ψφ = 1IM⊗AN . Ceci

achève la démonstration.

Remarquons qu’une K-algèbre est un K-module E et un K-homomorphisme φ : E⊗K E

tel que φ ◦ φ⊗ 1IE = φ ◦ 1IE ⊗ φ et un élément 1 tel que φ(1⊗ x) = φ(x⊗ 1) = x pour tout

x ∈ E.
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5.10. Proposition. Soient A et B deux K-algèbres. Alors A ⊗K B est une K-algèbre

dont la multiplication est telle que (a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (aa′)⊗ (bb′).

Démonstration. D’abord, A⊗K B est un K-module. Comme l’application

A× A → A : (a, a′) 7→ aa′

est K-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme φ : A ⊗K A → A tel que φ(a ⊗ a′) = aa′.

De même, il existe K-homomorphisme ψ : B ⊗K B → B tel que φ(b ⊗ b′) = bb′. En

outre, on a un K-isomorphisme τ : B ⊗K A → A ⊗K B tel que τ(b × a) = a ⊗ b. Soit

γ : (A⊗K B)⊗K (A⊗K B) → A⊗K B le composé des K-homomorphismes suivants:

(A⊗B)⊗ (A⊗B)→̃A⊗ (B⊗A)⊗B
1I⊗τ⊗1I→ A⊗ (A⊗B)⊗B→̃(A⊗A)⊗ (B⊗B)

φ⊗ψ→ A⊗B.

Alors A⊗KB est une K-algèbre pour la multiplication u·v = γ(u⊗v), pour tout u, v ∈ A⊗B.

Ceci achève la démonstration.

5.11. Théorème. Il existe un isomorphisme de K-algèbres

φ : Mm(K)⊗K Mn(K) → Mmn(K) : (aij)⊗ (bij) 7→ (ars(bij))1≤r,s≤n.

Démonstration. D’abord, Mm(K), Mn(K) et Mmn(K) sont des K-modules libres ayant

pour bases canoniques {eij | 1 ≤ i, j ≤ n}, {fij | 1 ≤ i, j ≤ n}, et {gij | 1 ≤ i, j ≤ mn}. On

voit que φ(eij ⊗ fkl) = g(i−1)m+k,(j−1)m+l. Ainsi φ est un isomorphisme de K-modules. Or

(eij ⊗ fkl)(ei′j′ ⊗ fk′l′) = eijei′j′ ⊗ fklfk′l′ =

{
eij′ ⊗ fkl′ , si i′ = j et k′ = l;

0, sinon,

et

g(i−1)m+k, (j−1)m+l g(i′−1)m+k′, (j′−1)m+l′ =

{
g(i−1)m+k, (j′−1)m+l′ , si i′ = j et k′ = l;

0, sinon.

Par conséquent, φ est un isomorphisme de K-algèbres. Ceci achève la démonstration.

Le résultat est très important.

5.12. Théorème. Soit M un A-B-bimodule. Alors les foncteurs

−⊗A M : Mod-A → Mod-B et HomB(M,−) : Mod-B → Mod-A

forment une paire adjointe (−⊗A M, HomB(M,−)). Et les foncteurs

M ⊗B − : B-Mod → A-Mod et HomA(M,−) : A-Mod → B-Mod
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forment une paire adjointe (M ⊗B −, HomA(M,−)).

Démonstration. Soient XA et YB des modules. Tout φ ∈ HomA(X, HomB(M, Y ))

donne lieu à une application A-bilinéaire: X ×M → Y : (x,m) 7→ φ(x)(m), et donc à un

unique B-homomorphisme ρ(φ) : X ⊗A M → Y tel que ρ(φ)(x⊗m) = φ(x)(m). Ainsi on a

un K-homomorphisme:

ρX,Y : HomA(X, HomB(M, Y )) → HomB(X ⊗A M, Y ) : φ 7→ ρ(φ).

Si ρ(φ1) = ρ(φ2), alors φ1(x)(m) = φ2(x)(m), pour tous x ∈ X et m ∈ M . Ainsi

φ1(x) = φ2(x) pour tout x ∈ X. Par conséquent, ρX,Y est injectif.

Soit ψ ∈ HomB(X ⊗A M, Y ). Pour tout x ∈ X, on a un B-homomorphisme

φ(x) : M → Y : m 7→ ψ(x⊗m).

Ceci donne lieu à un A-homomorphisme:

φ : X → HomB(M, Y ) : x 7→ φ(x).

Pour tous x ∈ X,m ∈ M , on a ρ(φ)(x ⊗ m) = φ(x)(m) = ψ(x ⊗ m). Par consequent,

ρ(φ) = ψ. Donc ρX,Y est surjectif, et donc un isomorphisme. Enfin, on peut vérifier que

ρX,Y est fonctoriel en X et en Y . La preuve se termine.

5.13. Théorème. Soit M un A-B-bimodule. Les foncteurs

−⊗A M : Mod-A → Mod-B et M ⊗B − : B-Mod → A-Mod

sont exacts à droite.

Exemple. On a que f : ZZ → ZZ : n 7→ 2n est un monomorphisme, mais que f ⊗ 1I ZZ2 :

ZZ⊗ ZZ2 → ZZ⊗ ZZ2 ne l’est pas. En fait, ZZ⊗ ZZ ZZ2 = ZZ2 6= 0, et pour tous n ∈ ZZ, m̄ ∈ ZZ2,

(f ⊗ 1I)(n⊗m) = f(n)⊗m = (2n)⊗m = n⊗ 2m = 0.

Remarque. Comme le foncteur M ⊗A − n’est pas exact à gauche, si X est un sous-

module de Y , alors pour m ∈ M et x ∈ X, le produit m ⊗ x ∈ M ⊗A X est différent du

produit m⊗ x ∈ M ⊗A Y.

5.14. Corollaire. Si P est un K-module projectif, alors le A-module à droite P ⊗K A

est projectif.
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Démonstraton. Soit f : M → N un A-épimorphisme. Comme A est projectif,

HomA(A, f) : HomA(A,M) → HomA(A,N) est un épimorphisme de K-modules. Comme

(−⊗K A, HomA(A, −)) est une paire adjointe, on a un diagramme commutatif

HomK(P, HomA(A, M))
(P,(A,f))- HomK(P, HomA(A,N)) - 0

HomA(P ⊗K A,M))

∼=
?

(P⊗A,f) - HomA(P ⊗K A,N)

∼=
?

- 0

de K-homomorphismes. Remarquons que la ligne en haut est exacte car P est un K-module

projectif. Ainsi la ligne en bas est également exacte. Ceci montre que P ⊗K A est un

A-module projectif. La preuve se termine.

5.15. Proposition. Soit I un idéal bilatère de A. Pour tous A-modules MA et AN ,

M ⊗A A/I ∼= M/MI, A/I ⊗A N ∼= N/IN.

Démonstation. Appliquant M ⊗A − à la suite exacte 0 → I → A → A/I → 0 de

A-A-bimodules, on obtient une suite exacte M ⊗A I → M ⊗A A → M ⊗A A/I → 0 de

A-modules à droite. Or le A-isomorphisme φ : M ⊗A A → M tel que φ(x⊗ a) = xa et le A-

épimorphisme π : M ⊗A I → MI tel que π(x⊗ r) = xr induisent un diagramme commutatif

à lignes exactes
M ⊗A I - M ⊗A A - M ⊗ A/I - 0

0 - MI

π

?
- M

φ

?
- M/MI

ψ
?

- 0.

En vue du lemme du serpent, on voit que ψ est un isomorphisme. Ceci achève la démonstration.

5.16. Théorème. (1) Si M est un A-module à droite et {Nλ |λ ∈ Λ} est une famille de

A-modules à gauche, alors il existe un K-isomorphisme

fM : M ⊗A qλ∈ΛNλ → qλ∈Λ(M ⊗A Nλ) : x⊗ (yλ)λ∈Λ 7→ (x⊗ yλ)λ∈Λ,

qui est fonctoriel en M .

(2) Si N est un A-module à gauche et {Mλ |λ ∈ Λ} est une famille de A-modules à droite,

alors il existe un K-isomorphisme

gN : (qλ∈ΛMλ)⊗A N → qλ∈Λ(Mλ ⊗A N) : (xλ)λ∈Λ ⊗ y 7→ (xλ ⊗ y)λ∈Λ,

qui est fonctoriel en N .

Démonstration. (1) D’abord, comme l’application

M ×qµ∈ΛNµ → qµ∈Λ(M ⊗A Nµ) : (x, (yλ)λ∈Λ) 7→ (x⊗ yλ)λ∈Λ
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est A-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme

fM : M ⊗A qµ∈ΛNµ → qµ∈Λ(M ⊗A Nµ) : x⊗ (yλ)λ∈Λ 7→ (x⊗ yλ)λ∈Λ.

Considérons maintenant les injections canoniques q′λ : M ⊗A Nλ → qµ∈Λ(M ⊗A Nµ) et

qλ : Nλ → qµ∈ΛNµ. Par rapport à la famille {1IM ⊗ qλ : M ⊗A Nλ → M ⊗Aqµ∈ΛNµ |λ ∈ Λ},
il existe un K-homomorphisme gM : qµ∈Λ(M ⊗A Nµ) → M ⊗A qµ∈ΛNµ tel que gMq′λ =

1I⊗ qλ, pour tout λ ∈ Λ. On a alors fg = 1I et gf = 1I. Ceci achève la dḿonstration.

Remarque. En général, M ⊗ (ΠNλ) 6∼= Π(M ⊗Nλ).

5.17. Théorème. Soit M un B-A-bimodule. Pour tous modules XA et BY , il existe un

K-homomorphisme

ηXY : X ⊗A HomB(M, Y ) −→ HomB(HomA(X, M), Y )

x⊗ f 7→ (g 7→ f(g(x)),

qui est fonctoriel en X et en Y . En outre, ηXY est un isomorphisme dans chacun des cas

suivants:

(1) XA est projectif de type fini.

(2) XA est de présentation finie et BY est injectif.

Démonstration. La première partie du théorème est facile à vérifier. De plus, ηAY est

un isomorphisme. Il suit du théorème 5.16 que ηLY est un isomorphisme si L est libre de

type fini.

(1) Supposons que XA est projectif de type fini. Alors il existe une suite exacte scindée

0 // Q
q // L

p // X // 0

où L est libre de type fini. En appliquant à cette suite les foncteurs − ⊗A HomB(M, Y ) et

HomB(HomA(−,M), Y ), on obtient un diagramme commutatif exact à lignes exactes:

0 - Q⊗ Hom(M, Y )
q̃ - L⊗ Hom(M,Y )

p̃ - X ⊗ Hom(M, Y ) - 0

0 - Hom(Hom(Q,M), Y )

ηQY

?
q∗- Hom(Hom(L,M), Y )

ηLY

?
p∗- Hom(Hom(X, M), Y )

ηXY

?
- 0.

En vue du lemme du serpent, on voit que ηQY est un monomorphisme et ηXY est un

épimorphisme. Remarquons Q est projectif de type fini. En échangeant les roles de X

et Q, on voit que ηXY est un monomorphisme, et donc un isomorphisme.

(2) Supposons que Y est injectif. Alors le foncteur HomB(HomA(−, M), Y ) est exact à

droite. Supposons qu’il existe une suit exacte

P
q // Q

p // X // 0
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de A-homomorphismes avec P et Q projectifs de type fini. En appliquant à cette suite

les foncteurs exacts à droite − ⊗A HomB(M,Y ) et HomB(HomA(−,M), Y ), on obtient un

diagramme commutatif exact à lignes:

P ⊗ HomB(M, Y )
q̃ - Q⊗ HomB(M, Y )

p̃ - X ⊗ HomB(M,Y ) - 0

HomB(HomA(P, M), Y )

ηPY

?
q∗- HomB(HomA(Q,M), Y )

ηQY

?
p∗- HomB(HomA(X, M), Y )

ηXY

?
- 0

de K-homomorphismes. Ainsi ηXY est un isomorphisme car ηPY et ηQY le sont. Ceci achève

la démonstration.

De même, on a le résultat suivant.

5.18. Théorème. Soient M un B-A-bimodule et P un A-module à droite projectif de

type fini. Pour tout B-module à droite X, on a

X ⊗B HomA(P,M) ∼= HomA(P, X ⊗B M).

Démonstration. L’isomorphisme φ est tel que φ(x⊗f)(y) = x⊗f(y), pour tous x ∈ X,

y ∈ P et f ∈ HomA(P, M).

5.19. Définition. Un A-module à droite M est dit plat si le foncteur suivant est exact:

M ⊗A − : A-Mod → K-Mod.

Exemples. (1) Le ZZ-module ZZ2 n’est pas plat.

(2) On accepte sans preuve le fait que IQ est un ZZ-module plat.

5.20. Théorème. Soit {Mλ | λ ∈ Λ} une famille de A-modules à droite. Alors qλ∈ΛMλ

est plat si, et seulement si, Mλ est plat pour tout λ ∈ Λ.

Démonstration. Soit φ : N → L un homomorphisme de A-modules à gauche. On a un

diagramme commutatif:

(qλ∈ΛMλ)⊗A N
1I⊗φ - (qλ∈ΛMλ)⊗A L

qλ∈Λ (Mλ ⊗A N)

gN

?
(1I⊗φ)λ∈Λ- qλ∈Λ(Mλ ⊗A L)

gL

?

où gN et gL sont des isomorphismes. Or qMλ est plat si, et seulement si 1IqMλ
⊗ φ est un

monomorphisme pour tout monomorphisme φ dans A-Mod si, et seulement si (1IMλ
⊗ φ)λ∈Λ

est un monomorphisme pour tout monomorphisme φ dans A-Mod si, et seulement si 1IMλ
⊗φ

72



est un monomorphisme pour tout λ ∈ Λ et pour tout monomorphisme φ dans A-Mod si, et

seulement si Mλ est plat pour tout λ ∈ Λ. Ceci achève la démonstration.

5.21. Théorème. (1) Un A-module projectif est plat.

(2) Un A-module plat de présentation finie est projectif.

Démonstration. (1) D’abord, AA est plat. En effet, si f : M → N est un monomor-

phisme de A-modules à gauche, alors on a un diagramme commutatif

A⊗A M
1I⊗f- A⊗N

M

φM

?
f - N

φN

?

avec φM et φM des isomorphismes. Ainsi 1I⊗ f = φ−1
N fφM est un monomorphisme. D’après

le théorème 5.20, tout module projectif est plat.

(2) Supposons maintenant que P est plat de présentation finie. Soit g : M → N un

A-épimorphisme. On veut montrer que

0 - HomA(P, M)
(P,f)- HomA(P, N) (∗)

est une suite de K-homomorphismes. Il suffit de montrer qu’il s’agit d’une suite exacte

de ZZ-homomorphismes. Soit I un co-générateur injectif de Mod- ZZ. Comme P est de

présentation finie, on a un diagramme commutatif

0 - P ⊗A Hom ZZ(N, I)
P⊗(f,I) - P ⊗A Hom ZZ(M, I)

0 - Hom ZZ(HomA(P, N), I)

∼=
?

((P,f),I)- Hom ZZ(HomA(P, M), I)

∼=
?

Comme P est plat et Hom ZZ(−, I) est exact à gauche, la ligne en haut est exacte. Donc il en

de même pour la ligne en bas. Comme I est co-génératuer injectif de mod- ZZ, la suite est

exacte dans Mod- ZZ. Ceci achève la démonstation.
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Chapitre VI: Conditions de finitude

6.1. Modules artiniens et noethériens

Soit A une K-algèbre.

6.1.1. Définition. Soit M un A-module.

(1) On dit que M est artinien s’il satisfait à la condition des châınes décroissantes disant

que toute châıne décroissante infinie

M0 ⊇ M1 ⊇ · · · ⊇ Mn ⊇ · · ·

de sous-modules de M est stationnaire, c’est-à-dire, il existe n0 ≥ 1 tel que Mn = Mn0 pour

tout n ≥ n0.

(2) On dit que M est noethérien s’il satisfait à la condition des châınes croissantes disant

que toute châıne croissante infinie

M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mn ⊆ · · ·

de sous-modules de M est stationnaire, c’est-à-dire, il existe n0 ≥ 1 tel que Mn = Mn0 pour

tout n ≥ n0.

Exemple. Le ZZ-module ZZ est noethérien, mais pas artinien. En fait, on a une châıne

décroissante non-stationnaire

ZZ ⊃ 2 ZZ ⊃ 22 ZZ ⊃ · · · ⊃ 2n ZZ ⊃ · · ·

de sous-modules de ZZ. D’autre part, toute châıne croissante de sous-modules de ZZ est de

la forme:

a0 ZZ ⊆ a1 ZZ ⊆ · · · ⊆ an ZZ ⊆ · · · ,
où an ∈ IN. On peut supposer que a0 6= 0. Alors an|an−1, pour tout n ≥ 0. Ainsi

a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥ an ≥ · · · .

Donc il existe n0 ≥ 0 tel que an = an0 , pour tout n ≥ n0. Par consequent, ZZ est noethérien.

6.1.2. Proposition. Soit M un A-module.

(1) M est artinien si, et seulement si, tout ensemble non vide de sous-modules de M

admet un élément minimal.

(2) M est noethérien si, et seulement si, tout ensemble non vide de sous-modules de M

admet un élément maximal.
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Démonstration. On ne montrera que la partie (1). Supposons que M satisfait à la

condition énoncée. Si

M0 ⊇ M1 ⊇ · · · ⊇ Mn ⊇ · · ·
est une châıne décroissante de sous-modules de M , alors {Mn | n ≥ 0} admet un élément

minimal Mn0 . Pour tout n ≥ n0, on a Mn0 ⊆ Mn. D’où Mn0 = Mn. Donc M est artinien.

Supposons réciproquement qu’il existe un ensemble non vide Σ de sous-modules de M

qui n’a pas d’élément minimal. Prenons M0 ∈ Σ. Comme M0 n’est pas minimal, il existe

M1 ∈ Σ tel que M0 ⊂ M1. Supposons n ≥ 1 et on a une châıne

M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Mn, Mi ∈ Σ.

Comme Mn n’est pas minimal, il existe Mn+1 ∈ Σ tel que Mn ⊃ Mn+1. Par récurrence, on

a une châıne décroissante infinie

M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Mn ⊃ · · ·

qui est non stationnaire. Donc M n’est pas artinien. Ceci achève la démonstration.

6.1.3. Proposition. Soit N un sous-module d’un A-module M . Alors M est noethérien

(respectivement, artinien) si, et seulement si, N et M/N le sont.

Démonstration. Supposons que M est noethérien. D’après la définition, N est noethérien.

Si

M0/N ⊆ M1/N ⊆ · · · ⊆ Mn/N ⊆ · · ·
est une châıne croissante de sous-modules de M/N avec Mi un sous-module de A contenant

N . Alors

M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mn ⊆ · · ·
est une châıne croissante de sous-modules de M . Donc il existe n0 ≥ 0 tel que Mn =

Mn0 , pour tout n ≥ n0. Par conséquent, Mn/N = Mn0/N, pour tout n ≥ n0. Donc M/N

est noethérien.

Supposons réciproquement que N et M/N sont noethériens. Soit

M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mn ⊆ · · ·

une châıne croissante de sous-modules de M . Alors

M0 ∩N ⊆ M1 ∩N ⊆ · · · ⊆ Mn ∩N ⊆ · · ·

est une châıne croissante de sous-modules de N et

(M0 + N)/N ⊆ (M1 + N)/N ⊆ · · · ⊆ (Mn + N)/N ⊆ · · ·
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est une châıne croissante de sous-modules de M/N . Il existe n0 ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n0,

Mn ∩ N = Mn0 ∩ N et (Mn0 + N)/N = (Mn + N)/N et donc Mn0 + N = Mn + N . Par

conséquent, pour tout n ≥ n0,

Mn = Mn ∩ (Mn + N) = Mn ∩ (Mn0 + N) = Mn0 + Mn ∩N = Mn0 + Mn0 ∩N = Mn0 .

Donc M est noethérien. Ceci achève la démonstration.

6.1.4. Corollaire. Soient M,M1, . . . ,Mn des A-modules.

(1) Si N1, . . . , Nn sont des sous-modules artiniens (respectivement, noethériens) de M ,

alors N1 + · · ·+ Nn est artinien (respectivement, noethériens).

(2) Le co-produit qn
i=1Mi est artinien (respectivement, noethérien) si, et seulement si,

Mi est. artinien (respectivement, noethérien) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

6.1.5. Théorème. Un A-module M est noethérien si, et seulement si, tout sous-module

N de M est de type fini. En particulier, un module noethérien est de type fini.

Démonstration. Supposons que M admet un sous-module N qui n’est pas de type fini.

Prenons x1 ∈ N . Alors < x1 >⊂ N . Supposons, pour n ≥ 1, qu’il existe x1, . . . , xn ∈ N

tels que < x1 >⊂ · · · ⊂< x1, . . . , xn >⊂ N. Prenons xn+1 ∈ N et xn+1 6∈< x1, . . . , xn >.

Donc < x1, . . . , xn >⊂< x1, . . . , xn, xn+1 >. Par récurrence, on a une châıne strictement

croissante

< x1 >⊂ · · · ⊂< x1, . . . , xn > ⊂ < x1, . . . , xn, xn+1 >⊂ · · ·
de sous-modules de M . Donc M n’est pas noethérien.

Supposons maintenant que tout sous-module de M est de type fini. Soit

M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn ⊂ · · ·

une châıne croissante de sous-modules de M . Alors N = ∪∞n=1Mn est un sous-module.

D’après l’hypothèse, N =< x1, . . . , xr >. Or il existe n0 ≥ 0 tel que x1, . . . , xr ∈ Mn0 . Pour

tout n ≥ n0, on a Mn ⊆ N ⊆ Mn0 ⊆ Mn, et donc Mn = Mn0 . Ceci montre que M est

noethérien. La preuve se termine.

Exemple. Si A est un domaine d’intégrité principal, alors AA est noéthérien.

On énonce sans preuve le résultat suivant.

6.1.6. Théorème de Bass. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Tout A-module à gauche plat est projectif.

(2) Tout A-module à gauche admet une couverture projective.

(3) Les idéaux à droite principaux de A satisfont à la conditions de châınes décroissantes.
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Dans ce cas, on dit que A est parfaite à gauche.

6.2. Algèbres artiniennes et noethériennes

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

6.2.1. Définition. (1) On dit que A est artinienne à droite (respectivement, à gauche)

si AA (respectivement, AA) est un A-module artinien.

(2) On dit A est noethérienne à droite (respectivement, à gauche) si AA (respectivement,

AA) est un module noethérien.

Remarque. On verra plus tard qu’une algèbre artinienne est noethérienne.

Exemples. (1) La ZZ-algèbre ZZ est noethérienne, mais non artinienne.

(2) Tout domaine d’intégrité principal est noethérien.

(3) Tout sur-corps de K est noethérien et artinien (à droite et à gauche).

(4) Toute K-algèbre finie est noethérienne et artinienne (à droite et à gauche).

(5) Si K est un corps, alors une K-algèbre de dimension finie est noethérienne et artini-

enne.

(6) Considérons la IQ-algèbre

A =

(
IR IR

0 IQ

)
.

On peut vérifer que A n’a que les idéaux à gauche suivantes:

0, A,

(
IR 0

0 0

)
,

(
0 IR

0 0

)
,

(
0 IR

0 IQ

)
,

(
IR IR

0 0

)
.

Par conséquent, A est artinienne et noethérienne à gauche. Par contre, il existe une stricte-

ment croissante
(

0 IQπ

0 0

)
⊂

(
0 IQπ + IQπ2

0 0

)
⊂ · · · ⊂

(
0 IQπ + · · ·+ IQπn

0 0

)
⊂ · · ·

et une châıne strictement décroissante
(

0 IQ[π]

0 0

)
⊃

(
0 IQ[π2]

0 0

)
⊃ · · · ⊃

(
0 IQ[πn]

0 0

)
⊃ · · · ,

où IQ[πn] désigne l’ensemble des polynômes rationnels de πn, d’idéaux à droite de A. Ainsi

A n’est ni artinienne ni noethérienne à droite.
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6.2.2. Proposition. Si A est noethérien (respectivement, artinien) à droite, alors tout

A-module M à droite de type fini est noethérien (respectivement, artinien).

Démonstration. Supposons que A est artinien et M = x1A+· · ·+xnA avec x1, . . . , xn ∈
M . Pour 1 ≤ i ≤ n, on a xiA est isomorphe à A/Ii avec Ii = {a ∈ A | xia = 0}, et donc

artinien. Ainsi M est artinien. Ceci achève la démonstration.

Exemple. Si K est un corps et A est de dimension finie sur K, alors tout A-module de

dimension finie est noethérien et artinien.

6.2.3. Théorème. Supposons que A est noethérienne à droite. Soit M un A-module à

droite de type fini.

(1) Tout sous-module de M est de type fini.

(2) M est plat si, et seulement si, M est projectif.

(3) M admet une résolution projective dont tous les modules sont de type fini. En

particulier, M est de présentation finie.

(4) Pour toute famille {Iλ | λ ∈ Λ} de A-modules à droite, le co-produit qλ∈Λ Iλ est

injectif si, et seulement si, Iλ est injectif pour tout λ ∈ Λ.

Démonstration. (1) Comme A est noethérienne et M est de type fini, M est noethérien.

Par conséquent, tout sous-module de M est de type fini.

(2) Il suit du théorème 5.21 et la partie (3).

(3) Comme M est de type fini, il existe un épimorphisme d0 : P0 → M avec P0 projectif de

type fini. D’après la partie (1), K1 = ker(d0) est de type fini. Donc il existe un épimorphisme

d′1 : P1 → K1 avec P1 projectif de type fini. Posant d1 le composé de d′1 et l’inclusion K1 → P0,

on obtient une suite exacte P1
d1−→ P0

d0−→ M → 0 avec P0, P1 de type fini. Par récurrence,

on construire une résolution projective de M désirée.

(4) La nécessité suit du théorème 4.4.2(2). Supposons que Iλ est injectif pour tout λ ∈ Λ.

Soit f : J → qλ∈ΛIλ un A-homomorphisme avec J un idéal à droite de A. Comme A est

noethérienne, J = a1A+· · ·+arA avec ai ∈ J . Évidemment il existe {λ1, . . . , λt} ⊆ Λ tel que

f(ai) ∈ qt
j=1Iλj

, pour tout 1 ≤ i ≤ r. Donc f(J) ⊆ qt
j=1Iλj

. Comme qt
j=1 Iλj

= Πt
j=1 Iλj

est

injectif, il existe un A-homomorphisme φ : AA → qt
j=1Iλj

tel que φ(a) = f(a), pour tout a ∈
J . Donc qλ∈ΛIλ est injectif par le critère de Baer. Ceci achève la démonstration.

Exemple. On sait que ZZ est noethérienne. Le ZZ-module plat IQ n’est pas projective.

6.3. Modules de longueur finie

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.
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6.3.1. Définition. Un A-module non nul S est dit simple si 0 et S sont les seuls

sous-modules de S.

Exemples. (1) Un ZZ-module M est simple si, et seulement si, M est d’ordre premier.

(2) Un sous-module I de AA est simple si, et seulement si, I est un idéal à droite minimal

de A.

(3) Supposons K est un corps. Alors un K-espace E est un K-module simple si, et

seulement si, E est de dimension 1.

Remarques. (1) Soit N un sous-module de M . Alors M/N est simple si, et seulement

si, N est un sous-module maximal de M .

(2) Toute algèbre admet un module simple.

6.3.2. Proposition. Soit S un A-module à droite non nul. Les conditions suivantes

sont équivalentes:

(1) S est simple.

(2) S = xA, pour tout x ∈ S non nul.

(3) Il existe un idéal à droite maximal I de A tel que S ∼= A/I.

Démonstration. Il suffit de montrer que (2) implique (3). Prenons 0 6= x ∈ S. Alors

S = xA ∼= A/I, où I = {a ∈ A | xa = 0}. Soit J un idéal à droite de A tel que I ⊂ J .

Prenons a ∈ J\I. Alors xa 6= 0, et donc xA = S = (xa)A = xJ . En particulier, x = xb avec

b ∈ J . D’où 1− b ∈ I. Donc 1 ∈ J , d’où J = A. Ceci achève la démonatration.

Exemples. Soient D un sur-corps de K.

(1) Soit V un D-module à gauche non nul. Considérons la K-algèbre A = EndD(V ).

Muni de la multiplication externe f · x = f(x), V est un A-module à gauche simple. En

effet, si x ∈ V est non nul, alors la famille D-libre {x} se prolonge en une D-base B de V .

Pour tout y ∈ V , il existe un D-homomorphisme tel que f(x) = y, c’est-à-dire, il existe

f ∈ A tel que y = f · x. Ainsi V est un A-module simple.

(2) Considérons la K-algèbre Mn(D) des matrices de type n × n sur D. Pour la mul-

tiplication matricielle, l’ensemble D(n) des matrices-colonne de type n × 1 sur D est un

Mn(D)-module à gauche simple, et l’ensemble Dn des matrices-ligne de type 1×n sur D est

un Mn(D)-module à droite simple,

6.3.3. Lemme de Schur. Si S est un A-module simple, alors EndA(S) est un sur-corps

de K.

Démonstration. Soit f : S → S un A-homomorphisme non nul. Alors ker(f) et im(f)

sont des sous-modules de S avec ker(f) 6= S et im(f) 6= 0. Ainsi ker(f) = 0 et im(f) = S.

Donc f est bijectif, et donc un isomorphisme. Ceci achève la démonstration.
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6.3.4. Définition. Soit M ∈Mod-A non nul. Une suite

0 = Mn ⊂ Mn−1 ⊂ · · · ⊂ M1 ⊂ M0 = M

avec M0/M1, . . . , Mn−1/Mn simples s’appelle une suite de composition de longueur n de M .

Exemple. (1) Considérer le ZZ-module ZZ6. Alors

0 ⊂ 2 ZZ6 ⊂ ZZ6 et 0 ⊂ 3 ZZ6 ⊂ ZZ6

sont deux suites de composition de ZZ6.

(2) Supposons que K est un corps. Soit E un K-espace avec base {v1, v2, . . . , vn}. Alors

0 ⊂ < v1 > ⊂ < v1, v2 > ⊂ · · · ⊂ < v1, . . . , vn−1 > ⊂ < v1, . . . , vn−1, vn >= E

est une suite de composition de E.

(3) Soient p un premier et n ≥ 1. Alors ZZpn a une seule suite de composition:

0 ⊂ pn−1 ZZpn ⊂ · · · ⊂ p ZZpn ⊂ ZZpn .

(4) Si S est simple, alors 0 ⊂ S est la seule suite de composition de S.

6.3.5. Théorème. Soit M un A-module non nul. Alors M a une suite de composition

si, et seulement si, M est artinien et noethérien en même temps.

Démonstration. Supposons que M est noethérien et artinien. Alors il existe un sous-

module maximal M1 de M . On a M1 ⊂ M0 = M avec M/M1 simple. Remarquons que

M1 est noethérien. Si M1 6= 0, alors M1 admet un sous-module maximal M2. D’où on a

M2 ⊂ M1 ⊂ M0 = M avec M0/M1 et M1/M2 simples. Ce procédé se termine parce qu’il

n’existe pas de suite décroissante infinie de sous-modules de M . Donc on a une suite

0 = Mn ⊂ Mn−1 ⊂ · · · ⊂ M1 ⊂ M0 = M

avec M0/M1,M1/M2, . . . , Mn−1/Mn simples. Ceci est une suite de composition de M .

Supposons réciproquement que M admet une suit de composition

0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nm−1 ⊂ Nm = M.

Alors N1 est simple, et donc artinien et noethérien. Supposons que Ni avec 1 ≤ i < m

est artinien et noethérien. Comme Ni+1/Ni est artinien et noethérien, on voit que Ni+1 est

artinien et noethérien. Par récurrence, M = Nm est artinien et noethérien. Ceci achève la

démonstration.

Il suit du résultat précédant que si M a une suite de composition, alors tout sous-module

non nul de M a une suite de composition.
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6.3.6. Théorème de Jordan-Hölder. Soit M un A-module non nul ayant deux suites

de composition

0 = Mn ⊂ Mn−1 ⊂ · · · ⊂ M1 ⊂ M0 = M et 0 = Nm ⊂ Nm−1 ⊂ · · · ⊂ N1 ⊂ N0 = M.

Posons Si = Mi−1/Mi, i = 1, . . . , n; et Tj = Nj−1/Nj, j = 1, . . . , m. Alors m = n et

il existe une n-permutation σ telle que Ti
∼= Sσ(i), i = 1, . . . , n. Dans ce cas, on dit que

M0/M1, · · · ,Mn−1/Mn sont les facteurs de composition de M .

Démonstration. On procède par récurrence sur n. Si n = 1, alors M est simple. Ainsi

m = 1 et M0/M1 = N0/N1. Supposons que n > 1 et l’énoncé est vraie pour n − 1. Si

M1 = N1, alors l’énoncé suit de l’hypothèse de récurrence. Supposons M1 6= N1. Alors

M1 + N1 = M car M1 est un sous-module maximal de M . En outre,

(∗) M/M1
∼= N1/(M1 ∩N1) et M/N1

∼= M1/(M1 ∩N1).

Donc M1 ∩ N1 est un sous-module maximal de M1 et de N1. Or M1 ∩ N1 a une suite de

composition 0 = Lt ⊂ · · · ⊂ L1 ⊂ L0 = M1 ∩N1, et ainsi 0 = Lt ⊂ · · · ⊂ L1 ⊂ L0 ⊂ M1 est

une suite de composition de M1. D’après l’hypothèse de récurrence, n− 1 = t + 1 et

{M1/M2, · · · ,Mn−1/Mn} ∼= {M1/L0, L0/L1, · · · , Lt−1/Lt}.

En outre, 0 = Lt ⊂ · · · ⊂ L1 ⊂ L0 ⊂ N1 est une suite de composition de N1. Il suit encore

de l’hypothèse de récurrence que m− 1 = n− 1, et donc n = m, et en outre,

{N1/N2, · · · , Nn−1/Nn} ∼= {N1/L0, L0/L1, · · · , Lt−1/Lt}.

Par conséquent,

{M0/M1,M1/M2, · · · ,Mn−1/Mn} ∼= {M0/M1, M1/L0, L0/L1, · · · , Lt−1/Lt}

et

{N0/N1, N1/N2, · · · , Nn−1/Nn} ∼= {N0/N1, N1/L0, L0/L1, · · · , Lt−1/Lt}.
D’après (∗), on a M0/M1

∼= N1/L0 et N0/N1
∼= M1/L0. Donc

{M0/M1,M1/M2, · · · ,Mn−1/Mn} ∼= {N0/N1, N1/N2, · · · , Nn−1/Nn}.

Ceci achève la démonstration.

6.3.7. Définition. Soit M un A-module. On définit la longueur de composition de M ,

notée `(M), par

`(M) =





0, si M = 0;

n, si M admet une suite de composition de longueur n;

∞, sinon.
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Remarques. (1) M est simple si et seulement, si `(M) = 1.

(2) M est de longueur finie si, et seulement si, M est artinien et noethérien.

(3) Si K est un corps, alors la longueur d’un K-espace vectoriel est égale à sa dimension.

6.3.8. Corollaire. Tout A-module de longueur finie est de type fini. La réciproque est

vraie si A est artinienne et noethérienne.

6.3.9. Proposition. Soit 0 → L → M → N → 0 une suite exacte courte de A-modules.

Alors M est de longueur finie si, et seulement si, L et N sont de longueur finie. Dans ce cas,

`(M) = `(L) + `(N).

Démonstration. On peut supposer que L est un sous-module de M et N = M/L. La

première partie suit de la proposition 6.1.3 et le théorème 6.3.5. Supposons que L et M/L

sont de longueur finie. Si L = 0 ou N = 0, on voit aisément que `(M) = `(L)+ `(N). Sinon,

L a une suite de composition 0 = Ls ⊂ Ls−1 ⊂ · · · ⊂ L1 ⊂ L0 = L, et M/L en a une

0 = Mt/L ⊂ Mt−1/L ⊂ · · · ⊂ M1/L ⊂ M0/L = M/L

avec L ⊆ Mi. Alors M admet une suite de composition comme suit:

0 = Ls ⊂ Ls−1 ⊂ · · · ⊂ L1 ⊂ Mt ⊂ Mt−1 ⊂ · · · ⊂ M1 ⊂ M0 = M,

puisque Mi−1/Mi
∼= (Mi−1/L)/(Mi/L). Ceci achève la démonstration.

6.3.10. Corollaire. Soit M un A-module de longueur finie. Soient f, g deux endomor-

phismes de E.

(1) Pour tout sous-module N de M , `(M) = `(N) si, et seulement si, M = N .

(2) f est un automorphisme si, et seulement si, il est un épimorphisme si, et seulement

si, il est un monomorphisme.

(3) fg est un automorphisme si, et seulement si, f et g le sont.

Démonstration. (1) On a `(M) = `(N)+`(M/N). Si `(M) = `(N), alors `(M/N) = 0.

Donc M/N = 0, c’est-à-dire, M = N .

(2) Comme im(f) ∼= M/ker(f), on a `(M) = `(imf) + `(kerf). Or f est surjectif si, et

seulement si, `(M) = `(imf) si, et seulement si, `(kerf) = 0 si, et seulement si, f est un

monomorphisme. Ceci achève la démonstration.

(3) Si fg est bijectif, alors f est surjectif. Ainsi f est bijectif, et donc g est bijectif. Ceci

achève la démonstration.

6.4. Modules semi-simples

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.
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6.4.1. Définition. Un A-module M est dit semi-simple si M = 0 ou M = ⊕λ∈ΛMλ

avec Mλ simple.

Exemples. (1) Le ZZ-module ZZn est semi-simple lorsque n = p1 · · · pr avec les pi des

premiers deux à deux distincts. En effet, posons ni = p1 · · · pi−1pi+1 · · · pr, et Mi = ni ZZn.

Alors les Mi sont simples tels que ZZn = M1 ⊕ · · · ⊕Mr.

(2) Le ZZ-module ZZ n’est pas semi-simple, et ZZpn avec p un premier et n ≥ 2 ne l’est

non plus.

Remarques. (1) Tout A-module simple est semi-simple.

(2) Le co-produit de modules semi-simples est semi-simple.

6.4.2. Proposition. Soit A → B un épimorphisme de K-algèbres. Soit M un B-

module.

(1) M est un A-module.

(2) N est un sous-module du B-module M si et seulement si N est un sous-module du

A-module M .

(3) M est simple en tant que B-module si, et seulement si, M est simple en tant que

A-module.

(4) M est semi-simple en tant que B-module si, et seulement si, M est semi-simple en

tant que A-module.

6.4.3. Proposition. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un A-module

semi-simple M :

(1) M est de type fini.

(2) M est artinien.

(3) M est noethérien.

Démonstration. On a M = ⊕λ∈ΛSλ, où Sλ est simple pour tout λ ∈ Λ. Il est évident

que si Λ est infini, alors aucun des trois conditions n’est satisfaite. Supposons que Λ est fini,

disons M = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ Sn. Alors il est évident que M est de type fini. En outre,

0 ⊂ S1 ⊂ S1 ⊕ S2 ⊂ · · · ⊂ S1 ⊕ · · · ⊕ Sn−1 ⊂ M

est une suite de composition de M . Ainsi M est nothérien et artinien. Ceci achève la

démonstration.

6.4.4. Proposition. Soit M un A-module tel que M =
∑

λ∈Λ Sλ avec Sλ des sous-

modules simples de M . Alors pour tout sous-module N de M, il existe Ω ⊆ Λ tel que

M = N ⊕ (⊕λ∈ΩSλ). En particulier, M est semi-simple.
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Démonstration. Si N = M , on prend Ω = ∅. Supposons que N 6= M . Alors il existe

un λ0 ∈ Λ tel que Sλ0 6⊆ N , et donc N ∩Sλ0 = 0. D’après le lemme de Zorn, il existe un sous-

ensemble Ω de Λ maximal pour la condition que
∑

λ∈Ω Sλ = ⊕λ∈ΩSλ et N ∩ ⊕λ∈ΩSλ = 0.

Supposons que M 6= N + (⊕λ∈ΩSλ). Alors il existe λ1 tel que Sλ1 6⊆ N + (⊕λ∈ΩSλ), et

donc Sλ1 ∩ (N + (⊕λ∈ΩSλ)) = 0. En particulier, λ1 6∈ Ω. Posons Ω1 = Ω ∪ {λ1}. Alors∑
λ∈Ω1

Sλ = ⊕λ∈Ω1Sλ et N ∩ ⊕λ∈Ω1Sλ1 = 0, une contradiction. Donc

M = N + (⊕λ∈ΩSλ) = N ⊕ (⊕λ∈ΩSλ).

Ceci achève la démonstration.

6.4.5. Théorème. Soit M un A-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) M est semi-simple.

(2) M est une somme de sous-modules simples.

(3) Tout sous-module de M est un facteur direct.

Démonstration. Il suffit de montrer que (3) implique (1). Supposons que M est non

nul satisfaisant à (3). Alors tout sous-module de M satisfait à (3). Prenons x ∈ M non nul.

Étant de type fini, xA contient un sous-module maximal N . Or il existe un sous-module

T de xA tel que xA = N ⊕ T . Donc T ∼= (xA)/N est un sous-module simple de M . De

même, tout sous-module non nul de M contient un sous-module simple. Soit {Sλ | λ ∈ Λ}
l’ensemble des sous-modules simples de M . Posons M0 =

∑
λ∈Λ Sλ. Alors M = M0 ⊕M1.

Si M1 6= 0, alors M1 contient un sous-simple S. Or S ⊆ M0 ∩M1, une contradiction. Donc

M = M0 est semi-simple. Ceci achève la démonstration.

Exemple. Soit n > 1. Alors le ZZ-module ZZn est semi-simple si, et seulement si,

n = p1 · · · pr avec p1, . . . , pr premiers 2 à 2 distincts.

6.4.6. Corollaire. Soit 0 → L → M → N → 0 une suite exacte courte de A-modules.

Si M est semi-simple, alors L et N sont semi-simples.

Démonstration. On peut supposer que L est un sous-module de M et N = M/L.

Comme M est sémi-simple, L est semi-simple. En outre, M = L⊕ L0. Ainsi N ∼= M/L est

semi-simple. Ceci achève la démonstration.

Remarque. La réciproque du corollaire 6.4.6 n’est pas vraie.

Le résultat suivant est évident.

6.4.7. Lemme. Soient S et T des A-modules simples. Alors HomA(S, T ) 6= 0 si, et

seulement si, S ∼= T . Dans ce cas, HomA(S, T ) ∼= EndA(S).
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6.4.8. Proposition. Soit M un A-module semi-simple de type fini. Alors

EndA(M) ∼= Πt
i=1Mni

(Di),

où Di est un sur-corps de K et Mni
(Di) la K-algèbre des matrices de type ni × ni sur Di.

Démonstration. Par hypothèse M = S1 ⊕ · · · ⊕ Sr avec Si simple. Supposons que

S1, . . . , St sont deux à deux non isomorphes tels que pour tout i > t, il existe 1 ≤ j ≤ t tel

que Si
∼= Sj. Alors M ∼= qt

i=1Mi, où Mi = Sni , le co-produit de ni copies de Si. Comme

HomA(Si, Sj) = 0, on a HomA(Mi,Mj) = 0, pour tous i, j distincts avec 1 ≤ i, j ≤ t. En

outre, EndA(Mi) ∼= Mn(Di), où Di = EndA(Si) est un sur-corps de K d’après le lemme de

Schur. Par conséquent, on a EndA(M) = Πt
i=1Mni

(Di). Ceci achève la démonstration.

6.5. Algèbres semi-simples

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

6.5.1. Définition. On dit que A est une K-algèbre semi-simple à gauche (respective-

ment, à droite) si le module AA (respectivement, AA) est semi-simple.

Remarque. Si A est semi-simple à gauche, alors A est artinienne et noethérienne à

gauche.

Exemples. (1) Un sur-corps de K est une K-algèbre semi-simple à gauche et à droite.

(2) Supposons que K est un corps et V est un K-espace vectoriel de dimension infinie

dénombrable. Soit B la K-algèbre des endomorphismes de V . Alors

(a) M = {f ∈ B | dimf(V ) < ∞} est un idéal bilatère maximal de B.

(b) A = B/M est une algèbre simple mais non semi-simple à gauche.

Démonstration. (a) Il est claire que M est un idéal bilatère de B. Soit I un idéal bilatère

de B tel que M ⊂ I. Prenons f ∈ I dont l’image a une base infinie {v1, . . . , vn, . . . , }. Soit

U le noyau de f et W le complémentaire de U dans V . Alors V = U ⊕W et W ∼= f(V ).

Soit wi ∈ W tel que f(wi) = vi. Alors {w1, . . . , wn, . . . , } est une base de W . Supposons

que U est de dimension finie. Or il existe f ′ ∈ B tel que f ′(vi) = wi pour tout i ≥ 1. Donc

f ′f(wi) = wi pour tout i ≥ 1. Ainsi (1I − f ′f)(V ) = (1I − f ′f)(U) est de dimension finie,

c’est-à-dire, 1I − f ′f ∈ M . D’òu 1I ∈ I. Supposons que U est de dimension infinie. Prenons

une base {u1, . . . , un, . . . , } de U . Alors les ui et les wj forment une base de V . Il existe

g ∈ B tel que g(ui) = v2i et g(wi) = v2i−1 pour tout i ≥ 1, et h ∈ B tel que h(v2i) = ui et

h(v2i−1) = wi pour tout i ≥ 1. Donc hfg = 1I ∈ I. Ceci montre que M est un idéal bilatère

maximal de B.
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(b) Comme M est un idéal bilatère maximal, A = B/M est une algèbre simple. Prenons

une base {x1, . . . , xn, . . . , } de V . Posons In = {f ∈ B | f(xi) = 0, i = 1, . . . , n}, qui est un

idéal à gauche de B. Donc Jn = (In + M)/M est un idéal à gauche de A, pour tout n ≥ 1.

Or il existe fn ∈ B tel que fn(xi) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n et f(xj) = xj pour tout j > n.

Alors fn ∈ In mais fn 6∈ In+1 + M . Ainsi fn ∈ Jn mais fn 6∈ Jn+1. Donc A admet une suite

décroissante non stationnaire

J1 ⊃ J2 ⊃ · · · ⊃ Jn ⊃ Jn+1 ⊃ · · · .

Par conséquent, A n’est pas artinien à gauche, et donc non semi-simple.

6.5.2. Lemme. Soit D un sur-corps de K. Pour tout n ≥ 1, la K-algèbre Mn(D) est

semi-simple à gauche et à droite.

Démonstration. En tant que Mn(D)-module à gauche, Mn(D) = J1 ⊕ J2 ⊕ · · · ⊕ Jn

avec Ji l’idéal à gauche de Mn(D) des matrices dont les colonnes sont toutes nulles sauf que

la i-ième colonne. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, Ji
∼=Mn(D) V , le Mn(D)-module à gauche simple

des matrices de type n × 1. Ainsi Mn(D) est semi-simple à gauche. De même, Mn(D) est

semi-simple à droite. Ceci achève la démonstration.

6.5.3. Lemme. Si B et C sont des K-algèbres semi-simples à gauche (respectivement, à

droite), alors A = BΠC est une K-algèbre semi-simple à gauche (respectivement, à droite).

Démonstration. Supposons que BB = S1⊕· · ·⊕Sr avec Si simples et CC = T1⊕· · ·⊕Ts

avec Tj simples. À l’aide des projections canoniques, B et C sont des A-modules à gauche

semi-simples. Comme AA ∼=A B qA C est semi-simple, A est une K-algèbre semi-simple à

gauche. Ceci achève la démonstration.

6.5.4. Théorème de Wedderburn-Artin. Les conditions suivantes sont équivalentes

pour une K-algèbre A:

(1) A est semi-simple à gauche.

(2) A ∼= Πt
i=1Mni

(Di) avec Di un sur-corps de K pour tout 1 ≤ i ≤ t.

(3) A est semi-simple à droite.

Démonstration. Il suit des lemmes 6.5.3 et 6.5.4 que (2) implique (1). Supposons que

le A-module AA est semi-simple. D’après la proposition 6.4.8, il existe un isomorphisme de

K-algèbres θ : Πt
i=1Mni

(Di) → EndA(AA), où Di est un sur-corps de K pour tout 1 ≤ i ≤ t.

Remarquons que φ : EndA(AA) → A : f 7→ f(1) et

ψ : Πt
i=1Mni

(Di) → Πt
i=1Mni

(Di) : (M1, . . . , Mt) 7→ (MT
1 , . . . , MT

t )

sont des anti-isomorphismes de K-algèbres. Par conséquent, φθψ : Πt
i=1Mni

(Di) → A est

un isomorphisme de K-algèbres. Ceci montre l’équivalence de (1) et (2). De même, on a

l’équivalence de (2) et (3). Ceci achève la démonstration.
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On dit alors que A est semi-simple si A est semi-simple à gauche ou à droite.

6.5.5. Théorème. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une K-algèbre A:

(1) A est semi-simple.

(2) Tout A-module est semi-simple.

(3) Tout A-module est projectif.

(4) Toute suite exacte courte de A-modules est scindée.

(5) Tout A-module est injectif.

Démonstration. Il est évident que les trois dernières conditions sont équivalentes.

Supposons que AA est un A-module semi-simple. Alors tous A-modules libres sont semi-

simples. Comme tout A-module est un quotient d’un A-module libre, on voit que tout

A-module est semi-simple.

Supposons que tout A-module est semi-simple. Si M est un A-module, alors M est un

sous-module d’un A-module injectif I. Comme I est semi-simple, M est un facteur direct

de I. Donc M est injectif.

Supposons que tout A-module est injectif. Alors tout sous-module de AA est un facteur

direct de AA. Ainsi AA est semi-simple, c’est-à-dire, A est semi-simple. Ceci achève la

démonstration.

6.5.6. Théorème. Supposons que A est semi-simple. Si AA = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn avec les Si

simples, alors S1, . . . , Sn sont les A-modules simples à isomorphismes près.

Démonstration. Si S est un A-module simple, alors il existe un épimorphisme f : A →
S. Or il existe un i tel que f |Si

est non nul, et donc un isomorphisme. Ceci achève la

démonstration.

6.5.7. Théorème. Soit A artinienne à gauche ou à droite. Alors A est simple si, et

seulement si, A ∼= Mn(D) avec D un sur-corps de K.

Démonstration. Il suffit de montrer la necessité. Supposons que A est simple et

artinienne à droite. Alors A admet un idéal à droite minimal I. Comme AI est un idéal

bilatère non nul de A, on a A = AI =
∑

a∈A aI. Si aI 6= 0, alors I → aI : x 7→ ax est un

épimorphisme, et donc un isomorphisme. Donc le A-module AA est semi-simple. D’après

le théorème de Wedderburn-Artin, A ∼= Πt
i=1Mni

(Di) avec Di un sur-corps de K pour tout

1 ≤ i ≤ t. Comme A est simple, on a t = 1. Ceci achève la démonstration.
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Chapitre VII: Radical

7.1. Radical et socle de modules

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

7.1.1. Définition. Soit M un A-module.

(1) Le radical de M , noté radM , est un sous-module de M défini par

radM =

{
M, si M n’a pas de sous-module maximal;

∩Mλ, Mλ parcourt les sous-modules maximaux de M .

(2) On appelle coiffe de M le quotient M/radM .

Exemple. Si S est simple, alors radS = 0 et S ∼= topS.

Remarque. Si M est non nul de type fini, alors radM 6= M .

7.1.2. Proposition. Soit f : M → N un homomorphisme de A-modules.

(1) f(radM) ⊆ radN . En particulier, si f est un isomorphisme, alors f(radM) = radN .

(2) f induit un unique A-homomorphisme

f̄ : topM → topN : x + radM 7→ f(x) + radN.

Démonstration. Il suffit de montrer la première partie de (1). Supposons que radN 6=
N . Soit N0 un sous-module maximal de N . Considérons la projection p : N → N/N0.

Comme N/N0 est simple, on voit que Ker(pf) = M si pf = 0; et sinon, Ker(pf) est un

sous-module maximal de M . Donc radM ⊆ Ker(pf), c’est-à-dire, f(radM) ⊆ N0. Donc

f(radM) ⊆ radN . Ceci achève la démonstration.

Remarque. Si N est un sous-module d’un A-module M , alors radN ⊆ radM.

7.1.3. Proposition. Soit M un A-module. Si M = ⊕λ∈ΛMλ, alors radM = ⊕λ∈ΛradMλ.

Démonstration. D’abord, radMλ ⊆ radM , pour tout λ ∈ Λ. Ainsi
∑

λ∈Λ radMλ ⊆
radM . D’autre part, si pλ : M → Mλ est la projection, alors pλ(radM) ⊆ radMλ pour

tout λ ∈ Λ. Donc radM =
∑

λ∈Λ pλ(radM) ⊆ ∑
λ∈Λ radMλ. Ainsi radM =

∑
λ∈Λ radMλ =

⊕λ∈ΛradMλ. Ceci achève la démonstration.

Remarque. Si M est semi-simple, alors radM = 0.

7.1.4. Proposition. Pour tout A-module M , radM est le plus petit sous-module de M

tel que rad(M/radM) = 0.
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Démonstration. Supposons que radM 6= M . Si {Mλ|λ ∈ Λ} est la famille des sous-

modules maximaux de M , alors {Mλ/radM |λ ∈ Λ} sont les sous-modules maximaux de

M/radM . Donc rad(M/radM) = ∩λ∈Λ(Mλ/radM) = (∩λ∈ΛMλ)/radM = radM/radM =

0. Enfin, soit N un sous-module de M tel que rad(M/N) = 0. D’après le lemme 7.1.2,

(radM + N)/N ⊆ rad(M/N) = 0. Donc radM + N = N , c’est-à-dire, radM ⊆ N . Ceci

achève la démpnstration.

7.1.5. Théorème. Soit M un A-module artinien. Alors M est semi-simple si, et

seulement si, radM = 0.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Supposons que M 6= 0 et radM = 0.

Soient Σ = {Mλ | λ ∈ Λ} la famille des sous-modules maximaux de M . Comme M est

artinien, il existe M1, . . . ,Mn ∈ Σ tels que ∩n
i=1Mi = ∩λ∈ΛMλ, qui est nul par hypothèse.

Donc

f : M → qn
i=1(M/Mi) : x 7→ (x + M1, · · · , x + Mn)

est un monomorphisme. Comme qn
i=1(M/Mi) est semi-simple, M l’est aussi. Ceci achève la

démonstration.

7.1.6. Corollaire. Si M est un A-module artinien, alors M/radM est semi-simple.

7.1.7. Définition. Soit M un A-module. Le socle de M , noté socM , est un sous-module

de M défini par

socM =

{
0, si M n’a pas de sous-module simple∑

Sλ, Sλ parcourt les sous-modules simples de M

Remarque. socM est le plus grand sous-module semi-simple de M .

Exemple. soc ZZ27 = 9 ZZ27
∼= ZZ3.

7.1.8. Proposition. Soit f : M → N un homomorphisme de A-modules. Alors

f(socM) ⊆ socN . Par conséquent, si f est un isomorphisme, alors f(socM) = socN .

Démonstration. Comme socM est semi-simple, on voit que f(socM) est semi-simple.

Ainsi f(socM) ⊆ socN . Ceci achève la démonstration.

7.1.9. Proposition. Soit M un A-module. Si M = ⊕λ∈ΛMλ, alors socM = ⊕λ∈ΛsocMλ.

Démonstration. Comme
∑

λ∈Λ socMλ est semi-simple, on a
∑

λ∈Λ socMλ ⊆ socM .

Pour tout λ ∈ Λ, soit pλ : M → Mλ la projection. Alors

socM =
∑

λ∈Λ

pλ(socM) ⊆
∑

λ∈Λ

socMλ.
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Donc socM =
∑

λ∈Λ socMλ = ⊕λ∈ΛsocMλ. Ceci achève la démonstration.

Exemple. soc ZZ36 = soc(4 ZZ36)⊕ soc(9 ZZ36) ∼= soc( ZZ9)q soc( ZZ4) ∼= ZZ3 q ZZ2.

7.2. Radical d’algèbres

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre non nulle.

7.2.1. Lemme. Le radical radAA de A est un idéal bilatère propre de A.

Démonstration. Étant non nulle de type fini, AA admet un idéal à droite maximal.

Ainsi radAA 6= A. Pour a ∈ A, fa : AA → AA : x 7→ ax est A-linéaire. Donc a(radAA) =

fa(radAA) ⊆ radAA. Ceci achève la démonstration.

7.2.2. Définition. On dit que radAA est le radical de Jacobson (ou simplement, radical)

de A, noté J(A).

Exemples. (1) Si A est semi-simple, alors J(A) = 0.

(2) J( ZZ) = 0. En effet, un sous-module a ZZ de ZZ est maximal dans si, et seulement si,

a est premier. Donc J( ZZ) = ∩p premier (p ZZ) = q ZZ avec q ∈ ZZ. Étant divisible par tous

les premiers, q = 0. Ceci achève la démonstration.

7.2.3. Théorème. J(A) = { a ∈ A | 1− ax inversible à droite, pour tout x ∈ A}.
Démonstration. Soit a ∈ A. Si 1−ax n’est pas inversible à droite pour un x ∈ A, alors

(1 − ax)A 6= A. Donc il existe un sous-module maximal M de AA tel que (1 − ax)A ⊆ M .

Ainsi a 6∈ M , et donc a 6∈ J(A). D’autre part, si a 6∈ J(A), alors il existe un sous-module

maximal M de AA tel que a 6∈ M . Alors M + aA = A, d’où 1 = b + ax, b ∈ M,x ∈ A. Par

conséquent, 1− ax = b n’est pas inversible à droite. Ceci achève la démonstration.

7.2.4. Théorème. J(A) est le plus grand idéal bilatère tel que 1−a soit inversible pour

tout a ∈ J(A).

Démonstration. Soit a ∈ J(A). Alors il existe b ∈ A tel que (1 − a)b = 1. Donc b est

inversible à gauche. En outre, b = 1 + ab est inversible à droite. Donc b est inversible avec

b−1 = 1 − a. Ceci montre que 1 − a est inversible. D’autre part, si I est un idéal bilatère

de A tel que 1− a inversible, pour tout a ∈ I. En particulier, 1− ax est inversible à droite

pour tout a ∈ I et x ∈ A. Ainsi I ⊆ J(A). Ceci achève la démonstration.

En vue de la caractérisation précédente de J(A), on a le résultat suivant.

7.2.5. Théorème. Pour toute K-algèbre A, J(A) = rad(AA) = {a ∈ A | 1 −
xa inversible à gauche, pour tout x ∈ A}.
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Un idéal à droite ou à gauche de A est dit nil si tous ses éléments sont nilpotents.

7.2.6. Corollaire. J(A) contient tous les idéaux nils à droite ou à gauche de A.

Démonstration. Soit I un idéal nil à droite de A. Pour tout a ∈ I, x ∈ A, on a (ax)n =

0. Donc (1− ax)(1 + ax + · · ·+ (ax)n−1) = (1 + ax + · · ·+ (ax)n−1)(1− ax) = 1− (ax)n = 1.

Donc I ⊆ J(A). Ceci achève la démonstration.

Remarque. Un élément nilpotent n’appartient pas à J(A) en général, par exemple, dans

l’algèbre Mn(K) avec K un corps.

7.2.7. Lemme de Nakayama. Soit M un A-module à droite de type fini. Si MJ(A) =

M , alors M = 0.

Démonstration. Supposons que MJ(A) = M . Soit {x1, . . . , xn} un ensemble minimal

de générateurs de M . Comme x1 ∈ MJ(A), on a x1 = x1r1 + x2r2 + · · · + xnrn avec

les ri ∈ J(A). Si n > 1, x1(1 − r1) = x2r2 + · · · + xnrn. Comme 1 − r1 est inversible,

x1 ∈< x2, · · · , xn >. Ainsi M =< x2, . . . , xn >, une contradiction à la minimalité. Donc

n = 1. Ceci donne x1(1− r1) = 0, et donc x1 = 0 car 1− r1 est inversible. Par conséquent,

M = 0. Ceci achève la démonstration.

7.2.8. Définition. On dit que A est locale si A/J(A) est un sur-corps de K.

7.2.9. Théorème. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une K-algèbre A:

(1) A est locale.

(2) Les éléments non inversibles forment un idéal bilatère.

(3) J(A) est un idéal à droite maximal, et donc le plus grand idéal à droite propre.

(4) J(A) est un idéal à gauche maximal, et donc le plus grand idéal à gauche propre.

Dans ce cas, J(A) est l’idéal bilatère formé des éléments non inversibles.

Démonstration. Supposons que A est locale. Comme J(A) 6= A, tout a ∈ J(A) est non

inversible. Si a 6∈ J(A), alors a + J(A) est inversible dans A/J(A). Donc il existe b ∈ A tel

que (a+J(A))(b+J(A)) = 1+J(A) = (b+J(A))(a+J(A)), c’est-à-dire, 1 = ab+r1 = ba+r2

avec r1, r2 ∈ J(A). D’après le théorème 7.2.3, ab et ba sont inversibles. Soient x, y ∈ A tels

que abx = 1 = yba. Alors bx = yb est l’inverse de a. Cela veut dire que J(A) est formé des

éléments non inversibles de A.

Supposons que (2) est valide. Soit I un idéal à droite de A avec I 6= A. Pour tout

a ∈ I, x ∈ A, ax ∈ I n’est pas inversible. Comme (1 − ax) + ax est inversible, 1 − ax est

inversible. Donc I ⊆ J(A). Donc (3) est valide.

Enfin il est trivial que (3) ou (4) implique (1). Ceci achève la démonstration.

Exemple. Si K est un corps, alors K[x]/(xn) est locale.
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7.3. Idempotents et décomposition d’algèbres

Une famille {e1, . . . , er} d’idempotents de A est dite orthogonale si eiej = 0 pour tous

i 6= j; la famille orthogonale est dite complète si 1 = e1 + · · ·+ er.

Exemple. Si e est un idempotent, alors {e, 1− e} est une famille orthogonale complète

d’idempotents.

7.3.1. Définition. Soit e un idempotent de A.

(1) Une décomposition de e est une somme e = e1 + · · · + er avec r > 1 et {e1, . . . , er}
une famille orthogonale d’idempotents non nuls.

(1) On dit que e est primitif si e n’admet aucune décomposition.

Exemple. Soient K un corps et Q un carquois fini. Alors les sommets de Q forment

une famille orthogonale d’idempotents primitifs de KQ.

7.3.2. Proposition. (1) L’identité 1 est un idempotent primitif si, et seulement si, les

seuls idempotents de A sont 0 et 1.

(2) Si A est locale, alors 1 est primitif.

Démonstration. (1) La suffisance est évidente. Si e est un idempotent autre que 0 et

1, alors 1 = e + (1− e) est une décomposition de 1.

(2) D’abord, 1A est le seul idempotent qui est inversible. Supposons que A est locale et

e est un idempotent. Comme 1 = e + (1− e), e ou 1− e est inversible. Donc e = 1 ou e = 0.

Ceci achève la démonstration.

Soit e un idempotent de A. On voit que eAe est une K-algèbre ayant e pour identité.

En outre, si M est un A-module à droite ou à gauche, alors Me ou eM est un eAe-module

à droite ou à gauche, respectivement.

7.3.3. Proposition. Soit e un idempotent non nul de A.

(1) Pour un A-module MA, HomA(eA,M) ∼= Me en tant que eAe-modules à droite.

(2) Si f est un idempotent de A, alors HomA(eA, fA) ∼= fAe en tant que eAe-modules.

(3) En tant que K-algèbres, eAe ∼= EndA(eA).

(4) Si e = e1 + e2 est une décomposition de e, alors e1, e2 ∈ eAe.

Démonstration. (1) Pour tout g ∈ HomA(eA,M), g(e) = g(e)e ∈ Me. Posons

φ : HomA(eA,M) → Me : g 7→ g(e).

Pour tout a ∈ A, on a φ(g·eae) = g(eae) = g(e)eae. Ainsi φ est eAe-linéaire. Réciproquement,

pour tout y ∈ Me, gy : eA → M : a 7→ ya est A-linéaire tel que gy(e) = ye = y. Donc

ψ : Me → HomA(eA,M) : y 7→ gy
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est l’inverse de φ.

(3) D’après (1), φ : EndA(eA) → eAe : g 7→ g(e) est un isomorphisme de K-modules.

Pour tout g1, g2 ∈ EndA(eA), on a

φ(g1g2) = (g1g2)(e) = g1(g2(e)) = g1(e · g2(e)) = g1(e)g2(e) = φ(g1)φ(g2).

Donc φ est un isomorphisme de K-algèbres.

(4) Soit e = e1+e2 une décomposition de A. Alors eie = e2
i = eei, et donc ei = eeie ∈ eAe,

i = 1, 2. Ceci achève la démonstration.

7.3.4. Lemme. Soit {e1, . . . , er} une famille orthogonale complète d’idempotents de A.

Pour tous A-modules MA et AN , en tant K-modules,

M = Me1 ⊕ · · · ⊕Mer et N = e1N ⊕ · · · ⊕ erN.

Démonstrtion. Pour tout x ∈ M , on a x =
∑r

i=1 xei. Si
∑r

i=1 xiei = 0, alors 0 =∑r
i=1 xieiej = xjej = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ r. Ainsi M = Me1 ⊕ · · · ⊕ Mer. De même,

N = e1N ⊕ · · · ⊕ erN. Ceci achève la démonstration.

7.3.5. Proposition. Soit {I1, . . . , Ir} une famille d’idéaux à droite de A. Alors A =

I1 ⊕ · · · ⊕ Ir si, et seulement si, il existe uniquement une famille orthogonale complète

{e1, . . . , er} d’idempotents de A telle que Ii = eiA pour tout 1 ≤ i ≤ r.

Démonstration. D’après le lemme 7.3.4, il suffit de montrer la necessité. Supposons

que A = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir. Alors 1 = e1 + · · · + er avec ei ∈ Ii. On se fix un i avec 1 ≤ i ≤ r.

Pour tout xi ∈ Ii, xi = e1xi + · · ·+ erxi. Ainsi eixi = xi et ejxi = 0 si j 6= i. En particulier,

e2
i = ei et ejei = 0 si j 6= 1. En outre, Ii ⊆ eiA ⊆ Ii. Par conséquent, Ii = eiA. L’unicité est

évidente. Ceci achève la démonstration.

Un idempotent de A est dit central s’il appartient au centre de A. Par exemple, 1A et 0A

sont des idempotents centraux. Dans ce cas, eA = eAe est un idéal bilatère de A.

7.3.6. Définition. Soit e un idempotent central.

(1) Une décomposition centrale de e est une somme e = e1 + e2 + · · · + er avec r > 1 et

{e1, e2, . . . , er} une famille orthogonale d’idempotents centraux non nuls.

(2) On dit que e est centralement primitif s’il n’admet aucune décomposition centrale.

7.3.7. Proposition. Soit 1A = e1 + · · ·+ er une décomposition centrale de 1A.

(1) Si M est un A-module M à droite, alors Mei est un sous-module de M tel que

M = Me1 ⊕ · · · ⊕Mer.

(2) Si Mi est un Aei-module, i = 1, . . . , r, alors M = M1 × · · · ×Mr est un A-module

pour la multiplication (x1, . . . , xr)(a1 + · · ·+ ar) = (x1a1, · · · , xrar).
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(3) Pour tous A-modules M et N ,

HomA(M, N) ∼=K Πr
i=1HomA(Mei, Nei) = Πr

i=1HomAei
(Mei, Nei).

Démonstration. Les parties (1) et (2) sont évidentes. Soient M et N des A-modules.

Soient qi : Mei → M les injections et pj : N → Nej les projections. Alors pour tout

f ∈ HomA(M,N), pjfqi = 0 si i 6= j. En effet, f(xei)ej = f(x)eiej = 0, pour tout x ∈ M .

Or le résultat suit du théorème 3.2.10.

7.3.8. Définition. (1) Une décomposition de A est un produit A = A1Π · · ·ΠAr de

K-algèbres avec r > 1 et Ai non nulle, pour tout 1 ≤ i ≤ r.

(2) On dit que A est connexe si elle n’admet aucune décomposition.

7.3.9. Théorème. Les décompositions de A sont en bijection avec les décompositions

centrale de 1A.

Démonstration. Supposons que A = A1Π · · ·ΠAr. Alors ci = (0, . . . , 0, 1Ai
, 0, . . . , 0),

i = 1, . . . , r, sont des idempotents centraux orthogonaux non nuls de A tels que 1A =

c1 + · · ·+ cr.

Supposons réciproquement que 1A = c1 + · · ·+ cr est une décomposition centrale de 1A.

Alors Ai = ciA est une K-algèbre non nulle ayant ci pour identité, i = 1, . . . , r. D’après le

lemme 7.3.4, A = ⊕r
i=1ciA en tant que K-modules. Ainsi

φ : A → A1Π · · ·ΠAr : x 7→ (c1x, . . . , crx)

est un K-isomorphisme. Il est facile de vérifier que φ est un homomorphisme de K-algèbres,

et donc cela done une décomposition de A. Ceci achève la démonsstration.

7.3.10. Corollaire. Une K-agèbre A est connexe si, et seulement si, 1A est centralement

primitif.

Exemple. Soit A = KQ/I, où K est un corps, Q est un carquois fini et I est un idéal

bilatère de KQ. Alors A est connexe si, et seulement si, Q est un carquois connexe.

7.3.11. Théorème. Soit A = A1Π · · ·ΠAr une décomposition de A. Alors

Mod-A ≈ Mod-A1 × · · · ×Mod-Ar.

Démonstration. Soit 1A = e1+ · · ·+er la décomposition centrale de 1A corréspondante.

Pour tout objet M de Mod-A, posons η(M) = (Me1, · · · ,Mer), et pour tout morphisme

f : M → N de Mod-A, posons η(f) = (p1fq1, . . . , prfqr), où qi : Mei → M sont les

injections et pj : N → Nej sont les projections. D’après la proposition 7.3.7, η est une
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équivalence de Mod-A sur Mod-Ae1×· · ·×Mod-Aer. Comme Ai
∼= Aei pour tout 1 ≤ i ≤ r,

η induit une équivalence de Mod-A sur Mod-A1 × · · · ×Mod-Ar. La preuve se termine.

7.4. Décomposition de modules

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre.

7.4.1. Définition. Soit M un A-module non nul.

(1) Une décomposition de M est une somme directe M = M1 ⊕ · · · ⊕Mr avec r > 1 et

Mi 6= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ r.

(2) M est dit indécomposable s’il n’admet aucune décomposition.

Exemple. (1) Tout module simple est indécomposable.

(2) Le ZZ-module ZZ est indécomposable.

(3) Le ZZ-module ZZn est indécomposable si, et seulement si, n = ps avec p un premier.

7.4.2. Théorème. Soit M un A-module non nul. Les décompositions de M sont en

bijection avec les décompositions de l’identité 1IM de EndA(M).

Démonstration. Soit M = M1⊕· · ·⊕Mn une décomposition de M . Pour tout 1 ≤ i ≤ n,

posons pi : M → Mi la projection et qi : Mi → M l’injection. Alors 1IM = q1p1 + · · · + qnpn

est une décomposition de 1IM .

Supposons réciproquement que 1IM a une décomposition 1IM = e1 + · · · + en. Posons

Mi = ei(M), qui est non nul, pour tout 1 ≤ i ≤ n. Alors M = M1 + · · · + Mn car

1IM = e1 + · · ·+ en. Cette dernière somme est directe car eiej = 0 pour tous i 6= j. Donc M

admet une décomposition. Ceci achève la démonstration.

7.4.3. Corollaire. Soit M un A-module. Alors M est indécomposable si, et seulement

si, 1IM est un idempotent primitif de EndA(M). En particulier, si EndA(M) est locale, alors

M est indécomposable.

On dit qu’un A-module M est fortement indécomposable si l’algèbre EndA(M) est locale.

D’après le lemme de Shur, un module simple est fortement indécomposable.

Exemple. Le ZZ-module ZZ est indécomposable, mais non fortement indécomposable.

7.4.4. Lemme de Fitting. Soit M un A-module de longueur finie. Soit f ∈ EndA(M).

Il existe un n > 0 tel que

M = im(fn)⊕ ker(fn).
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Démonstration. On a des châınes

im(f) ⊇ im(f 2) ⊇ · · · ⊇ im(f i) ⊇ · · ·

et

ker(f) ⊆ ker(f 2) ⊆ · · · ⊆ ker(f i) ⊆ · · · .
Comme M est artinien et noethérien, il existe un n > 0 tel que im(fn) = im(f 2n) et

ker(fn) = ker(f 2n). Pour tout x ∈ M, il existe y ∈ M tel que fn(x) = f 2n(y). Donc

z = x− fn(y) ∈ ker(fn). Ainsi x = fn(y) + z ∈ im(fn) + ker(fn). Si x ∈ im(fn) ∩ ker(fn),

alors x = fn(y1) avec y1 ∈ M , et donc 0 = fn(x) = f 2n(y1). Cela implique y1 ∈ ker(f 2n) =

ker(fn). Donc x = fn(y1) = 0. Ceci achève la démonstration.

7.4.5. Proposition. Soit M un A-module de longueur finie. Les conditions suivantes

sont équivalentes:

(1) M est indécomposable.

(2) Les endomorphismes non inversibles de M sont tous nilpotents.

(3) M est fortement indécomposable.

Démonstration. D’après le corollaire 7.3.3, (3) implique (1). Supposons que M est

indécomposable. Soit f ∈ EndA(M) qui est non inversible. D’après le lemme de Fitting, il

existe un n > 0 tel que M = im(fn) ⊕ ker(fn). Étant non inversible, fn n’est pas injectif

en vue du corollaire 6.3.10(2), c’est-à-dire, ker(fn) 6= 0. L’indécomposabilité de M donne

im(fn) = 0, c’est-à-dire, f est nilpotent.

Supposons que (2) est valide. Supposons que EndA(M) n’est pas locale. D’après le

théorème 7.2.9(2), les éléments non inversibles de EndA(M) ne forment pas un idéal bilatère.

Or si f, g ∈ EndA(M) tels que fg est inversible, alors f et g sont tous inversibles en vue du

corollaire 6.3.10(3). Ceci implique qu’il existe f, g ∈EndA(M) tous non inversibles tels que

f + g est inversible. Soit h ∈ EndA(M) tel que fh + gh = 1IM . D’après (2), gh est nilpotent.

Donc fh = 1 − gh est inversible. Par conséquent, f est inversible, une contradiction. Ceci

achève la démonstration.

7.4.6. Théorème d’Azumaya. Soit M un A-module tel que M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn

avec Mi fortement indécomposable pour tout 1 ≤ i ≤ n. Si M = N1 ⊕ · · · ⊕ Nm avec

Nj indécomposable pour tout 1 ≤ j ≤ m, alors m = n et il existe une permutation σ sur

{1, . . . , n} telle que Mi
∼= Nσ(i), pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. Si n = 1, c’est trivial. Supposons n > 1 et le résultat est vrai pour

n − 1. Soient ui : M → Mi, pj : M → Nj les projections et vi : Mi → M, qj : Nj → N les

inclusions. On a

1IM1 = u1v1 = u1(
m∑

j=1

qjpj)v1 =
m∑

j=1

u1qjpjv1.
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Comme EndA(M1) est locale, on peut supposer h = u1q1p1v1 est inversible. Remarquons

que p1v1(h
−1u1q1) est un idempotent de EndA(N1). Si p1v1h

−1u1q1 = 0, alors p1v1 =

p1v1h
−1u1q1p1v1 = 0. Donc h = u1q1p1v1 = 0, une contradiction. Ainsi p1v1(h

−1u1q1) = 1IN1 .

Par conséquent, p1v1 est un isomorphisme et (p1v1)
−1 = h−1u1q1.

On prétend maintenant que M = N1 ⊕ (M2 ⊕ · · · ⊕Mn). Si x ∈ N1 ∩ (M2 ⊕ · · · ⊕Mn),

alors 0 = u1(x) = u1q1(x). D’où h−1u1q1(x) = 0, et ainsi x = 0. D’autre part, pour tout

y ∈ N1, on a u1(y) = y − u2(y)− · · · − un(y) ∈ N1 + M2 + · · · + Mn. Et pour tout x ∈ M1,

on a p(x) ∈ N1, et donc

h(x) = u1q1p1v1(x) = u1q1p1(x) = u1p1(x) ∈ N1 + M2 + · · ·+ Mn.

Ceci implique M1 = h(M1) ⊆ N1 + M2 + · · ·+ Mn. Donc

M = M1 + M2 + · · ·+ Mn = N1 + M2 + · · ·+ Mn = N1 ⊕ (M2 ⊕ · · · ⊕Mn).

Par conséquent, M2⊕ · · ·⊕Mn
∼= M/N1

∼= N2⊕ · · ·⊕Nm. La démonstration se termine par

l’hypothèse de récurrence.

7.4.7. Théorème de Krull-Schmidt. Soit M un A-module non nul de longueur finie.

Alors M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn avec Mi indécomposable pour tout 1 ≤ i ≤ n. En outre, si

M = N1⊕· · ·⊕Nm avec Nj indécomposable, alors m = n et il existe une permutation σ sur

{1, . . . , n} telle que Mi
∼= Nσ(i), pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. L’existence suit d’une récurrence sur `(M). L’unicité suit de la propo-

sition 7.4.5 et le théorème 7.4.6. La preuve se termine.
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Chapitre VIII: Catégories de modules sur une algèbre artinienne

8.1. Radical et modules de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre non nulle artinienne à droite. On

désigne par J(A) le radical de A.

8.1.1. Théorème. Le radical J(A) est le plus grand idéal bilatère nilpotent de A.

Démonstration. Posons J = J(A). D’après le corollaire 7.2.6, J contient tous les

idéaux bilatères nilpotents de A. Comme A est artinienne, il existe n > 0 tel que Jn = Jm,

pour tout m ≥ n. Supposons que Jn 6= 0. Alors JnJ = Jn. Soit I0 un idéal à droite non

nul de A, qui est minimal pour la propriété que I0J = I0. Or I0 = I0J = I0J
2 = · · · = I0J

n

entrâıne qu’il existe a ∈ I0 tel que aJn 6= 0. Comme aJn ⊆ I0 et (aJn)J = aJn+1 = aJn, on

a I0 = aJn. Donc I0 est de type fini tel que I0J = I0. D’après lemme de Nakayama, on a

I0 = 0, une contradiction. Donc Jn = 0. Ceci achève la démonstration.

8.1.2. Corollaire. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) A est semi-simple.

(2) J(A) = 0.

(3) A ne contient aucun idéal nilpotent non nul.

Démonstration. Comme A est artinienne à droite, l’équivalence de (1) et (2) suit du

théorème 7.1.5. Enfin, l’équivalence de (2) et (3) suit du théorème 8.1.1. Ceci achève la

démonstration.

8.1.3. Lemme. Un A-module M est simple ou semi-simple si, et seulement si, M est

un A/J(A)-module simple ou semi-simple, respectivement.

Démonstration. Soit SA simple. Alors SJ(A) = 0 ou SJ(A) = S. Comme S 6= 0,

on a SJ(A) = 0 d’après lemme de Nakayama. Donc S est un A/J(A)-module qui est aussi

simple. Ceci achève la démonstration.

8.1.4. Théorème. Soit I un idéal bilatère de A. Alors I = J(A) si, et seulement si, I

est nilpotent et A/I est semi-simple.

Démonstration. D’après le théorème 8.1.1, J(A) est nilpotent. Comme AA est artinien,

A/J(A) est semi-simple en tant que A-module à droite. D’après le lemme 8.1.2, A/J(A) est

semi-simple en tant que A/J(A)-module à droite, c’est-à-dire, A/J(A) est une K-algèbre

semi-simple.

Supposons maintenant que I est nilpotent de A. D’après le corollaire 7.2.6, I ⊆ J(A).

En outre, J(A)/I ⊆ J(A/I) = 0, c’est-à-dire, J(A) = I. Ceci achève la démonstration.
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Exemples. (1) Le radical de la IR-algèbre
(

IR 0

IR IR

)

est (
0 0

IR 0

)
.

(2) Soient K un corps et Q un carquois fini. Soit J l’idéal bilatère de KQ engendré par

les flèches de Q. Un idéal bilatère I de KQ est dit admissible s’il existe un entier n > 0 tel

que Jn ⊆ I ⊆ J2. Dans ce cas, A = KQ est de dimension finie dont le radical est J/I.

8.1.5. Proposition. Pour tout A-module M , radM = MJ(A).

Démonstration. Pour tout x ∈ M, fx : AA → M : a 7→ xa est A-linéaire. Donc

xJ(A) = fx(radAA) ⊆ radM . D’où, MJ(A) ⊆ radM . Or (radM)/MJ(A) ⊆ rad(M/MJ(A)).

D’autre part, M/MJ(A) est un A/J(A)-module. Comme A/J(A) est une algèbre semi-

simple, d’après le théorème 6.5.5, M/MJ(A) est semi-simple en tant que A/J(A)-module.

D’après le lemme 8.1.3, M/MJ(A) est un A-module semi-simple. Ainsi rad(M/MJ(A)) = 0.

Ceci donne radM ⊆ MJ(A). Donc radM = MJ(A). Ceci achève la démonstration.

8.1.6. Proposition. Soit M un A-module.

(1) M est semi-simple si, et seulement si, radM = 0 si, et seulement si, MJ(A) = 0.

(2) radM est le plus petit sous-module de M tel que M/radM est semi-simple.

(3) socM est le plus grand sous-module de M annulé par J(A).

Démonstration. (1) D’après la proposition 8.1.5, radM = 0 si, et seulement si,

MJ(A) = 0. Supposons que c’est le cas. Alors M est un A/J(A)-module, qui est semi-

simple. Donc M est un semi-simple A-module.

(2) D’après la partie (1), M/radM est semi-simple. Soit N un sous-module de M tel que

M/N est semi-simple. Comme radM + N/N ⊆ rad(M/N) = 0, on a radM ⊆ N .

Comme socM est le plus grand sous-module semi-simple de M , la partie (3) suit de la

partie (1). Ceci achève la démonstration.

8.1.7. Lemme. Tout A-module artinien est noethérien.

Démonstration. Posons J = J(A) et A = A/J . Soit M un A-module artinien. Comme

J est nilpotent, il existe n > 0 tel que MJn = 0. Considérons la châıne

0 = MJn ⊆ MJn−1 ⊆ · · · ⊆ MJ ⊆ MJ0 = M.

Il est évident que MJn est noethérien. Supposons que 0 < i ≤ n et MJ i est noethérien.

Remarquons que MJ i−1/MJ i est annulé par J , et donc semi-simple. Étant artinien et semi-

simple, MJ i−1/MJ i est noethérien. Par conséquent, MJ i−1 est noethérien. Par récurrence,

M = MJ0 est nothérien. Ceci achève la démonstration.
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8.1.8. Théorème de Hopkins. Une algèbre artinienne à droite (respectivement, à

gauche) est noethérien à droite (respectivement, à gauche).

8.2. Décomposition de blocs et modules projectifs de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre non nulle artinienne à droite. On

désigne par J(A) le radical de A. Comme A/J(A) est semi-simple, on a la conséquence

immédiate du théorème de Wedderburn-Artin comme suit.

8.2.1. Théorème. Soit A une K-algèbre artinienne. Alors

A/J(A) ∼= Mn1(D1) Π · · · Π Mnt(Dt),

où D1, . . . , Dt sont des sur-corps de K. Par conséquent,

(1) si A est commutative, alors A/J(A) ∼= K1Π · · ·ΠKt avec Ki un corps commutatif

pour tout 1 ≤ i ≤ t.

(2) si K est un corps algébriquement clos et A est de dimension finie sur K, alors

A/J(A) ∼= Mn1(K)Π · · ·ΠMnt(K).

Démonstration. Il suffit de montrer (2). Soit A/J(A) ∼= Mn1(D1) Π · · · Π Mnt(Dt)

avec D1, . . . , Dt des sur-corps de K. Comme A est de dimension finie, Di est de dimension

finie sur K, pour tout 1 ≤ i ≤ t. Comme K est algébriquement clos, Di = K pour tout

1 ≤ i ≤ t. Ceci achève la démonstration.

8.2.2. Lemme. (1) Si {e1, . . . , er} est une famille orthogonale d’idempotents non nuls

de A. Alors r ≤ `(AA).

(2) Tout idempotent non nul e de A s’écrit e = e1+· · ·+es avec e1, . . . , es des idempotents

primitifs orthogonaux de A.

(3) Si c est un idempotent central non nul de A, alors il existe des uniques idempotents

centraux primitifs orthogonaux c1, . . . , ct de cA tel que c = c1 + · · ·+ ct.

Démonstration. (1) D’après le lemme 7.3.4, A = e1A⊕ · · · ⊕ erA. Donc
∑r

i=1 `(eiA) =

`(AA). Comme eiA est non nul pour tout 1 ≤ i ≤ r, on a r ≤ `(AA).

(2) D’après la partie (1), il existe un entier maximal s tel que e s’écrit comme une

somme de s idempotents non nuls orthogonaux e1, . . . , es de A. Supposons que e1 admet

une décomposition e1 = f1 + f2. D’après la proposition 7.3.3(4), fi = e1fie1, i = 1, 2.

Par conséquent, fiej = ejfi = 0 pour tous 1 ≤ i ≤ 2 et 1 < j ≤ r. Cela implique que

e = f1 + f2 + e2 + · · · + er est une décomposition de e, ce qui contredit la maximalité de r.

Donc ei est primitif pour tout 1 ≤ i ≤ r.

(3) On peut montrer l’existence de c1, . . . , ct par le même raisonnement utilisé en (2).

Soit f ∈ cA un idempotent centralement primitif. Alors f = c1f + · · · + ctf . Remarquons
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que c1f, . . . , ctf sont des idempotents centraux orthogonaux de cA. Ainsi il existe unique

1 ≤ i ≤ t tel que f = cif ∈ ciA. Comme ci est centralement primitif, ciA ne contient aucun

idempotent central autre que ci et 0. Ainsi f = ci. Ceci montre l’unicité. La preuve se

termine.

8.2.3. Lemme. Si e est un idempotent non nul de A, alors eAe est une K-algèbre

artinienne à droite.

Démonstration. Si I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Ii ⊇ · · · est une châıne d’idéaux à droite de eAe,

alors I1A ⊇ I2A ⊇ · · · ⊇ IiA ⊇ · · · est une châıne d’idéaux à droite de A. Donc il existe

n > 0 tel que InA = ImA, pour tout m ≥ n. Or

In = IneAe = InAe = ImAe = ImeAe = Im,

pour tout m ≥ n. Par conséquent, eAe est artinienne à droite. Ceci achève la démonstration.

8.2.4. Décomposition de blocs. Toute K-algèbre artinienne A se décompose

A = A1Π · · ·ΠAr,

où A1, . . . , Ar sont des K-algèbres artiniennes connexes, qui sont unique à isomorphisme près

et appelés blocs de A.

Démonstration. D’après le lemme 8.2.2(3), il existe des uniques idempotents centrale-

ment primitifs orthogonaux e1, . . . , er tels que 1 = e1+· · ·+er. Posons Ai = eiA, i = 1, . . . , r.

On voit facilement que ei est centralement primitif dans Ai, et donc Ai est connexe pour

tout 1 ≤ i ≤ r. D’après le lemme 8.2.3, Enfin, A ∼= A1Π · · ·ΠAr d’après le théorème 7.3.9.

La preuve se termine.

D’après le lemme 8.2.2(2), on a 1A = e1 + e2 + · · ·+ en avec e1, e2, . . . , en des idempotents

primitifs orthogonaux. On dit que {e1, e2, . . . , en} est un ensemble complet d’idempotents

primitifs orthogonaux de A.

8.2.5. Théorème. Soit {e1, e2, . . . , en} un ensemble complet d’idempotents primitifs

orthogonaux de A. En tant que K-modules,

A = ⊕1≤i,j≤neiAej,

appelée décomposition de Pierce de A.

Démonstration. D’abord, A = ⊕n
i=1eiA. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, eiA = ⊕n

j=1eiAej. D’où

A = ⊕1≤i,j≤neiAej. La preuve se termine.

Exemple. Soit A = KQ/I, où K est un corps, Q est un carquois fini et I est un idéal

bilatère de KQ. Posons Q = {a1, . . . , an} et ei = ai + I. Alors {e1, . . . , en} est un ensemble
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complet d’idempotents primitifs orthogonaux, et eiAej a pour K-base l’ensemble des classes

des chemins de aj vers ai.

8.2.6. Théorème. Soit e un idempotent non nul de A. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) e est primitif.

(2) eA est indécomposable.

(3) eAe est une K-algèbre locale.

Démonstration. D’après la proposition 7.3.3(3), EndA(eA) ∼= eAe. Comme AA est de

longueur finie d’après le théorème de Hopkins, eA est de longueur finie car il est de type fini.

D’après la proposition 7.4.5, eA est indécomposable si, et seulement si, eA est fortement

indécomposable, c’est-à-dire, EndA(eA) est locale. Ce dernier est équivalent à dire que eAe

est locale.

En outre, d’après le corollaire 7.4.3, eA est indécomposable si, et seulement si, l’identité

de EndA(eA) est primitif, si et seulement si, e est primitif dans eAe. Ce dernier est équivalet

à dire que e est primitif dans A d’après la proposition 7.3.3(4). Ceci achève la démonstration.

8.2.7. Lemme. Si A est semi-simple, alors eAe est semi-simple pour tout idempotent

non nul e de A.

Démonstration. On peut écrire e = e1 + · · · + et avec e1, . . . , et des idempotents

primitifs orthogonaux. Étant indécomposable, eiA est simple puisque A est semi-simple.

Remarquons que eiAe est un eAe-module. On prétend qu’il est simple. En effet, pour tout

0 6= eixe ∈ eiAe, eixe(eAe) = (eixeA)e = (eiA)e puisque eiA est simple. En tant que eAe-

module à droite, on a eAe = e1Ae ⊕ · · · ⊕ etAe. Donc eAe est une K-algèbre semi-simple.

Ceci achève la démonstration.

8.2.8. Proposition. Soit e un idempotent non nul de A. Alors

(1) J(eAe) = eJ(A)e.

(2) e est primitif dans A si, et seulement si, ē = e + J(A) est primitif dans A/J(A).

Démonstration. Posons Ā = A/J(A). Alors eAe/eJ(A)e ∼= ēĀē.

(1) On voit que eJ(A)e est un idéal bilatère nilpotent de eAe tel que eAe/eJ(A)e ∼= ēĀē.

Comme Ā est semi-simple, ēĀē est semi-simple d’après le lemme 8.2.7. Comme eAe est

artinienne, il suit du théorème 8.1.4 que eJ(A)e = J(eAe).

(2) e est primitif si, et seulement si, eAe est locale si, et seulement si, eAe/eJ(A)e ∼= ēĀē

est un sur-corps de K si, et seulement si, ēĀē est locale car son radical est nul si, et seulement

si, ē est primitif. Ceci achève la démonstration.

8.2.9. Lemme. Soient e, f des idempotents primitifs de A. Alors

(1) rad(eA) = eJ(A) est le seul sous-module maximal de eA.
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(2) eA ∼= fA si, et seulement si, eA/eJ(A) ∼= fA/fJ(A).

Démonstration. (1) Posons Ā = A/J(A). On a eA/eJ(A) ∼= ēĀ. Comme e est primitif,

ē est primitif d’après la proposition 8.2.8(2). Ainsi ēĀ est un Ā-module indécomposable et

donc simple. Ainsi Ā est un A-module simple. D’où, eJ(A) est un sous-module maximal, et

donc le seul de eA.

(2) La nécesité est évidente car eA/eJ(A) est le coiffe de eA. Pour la suffisance, supposons

qu’il existe un isomorphisme ψ : eA/eJ(A) → fA/fJ(A). Soient p : eA → eA/eJ(A) et

q : fA → fA/fJ(A) les projections. Comme eA est projectif, il existe φ : eA → fA tel

que qφ = ψp. If φ n’est pas surjectif, alors im(φ) ⊆ fJ(A) par (1). D’où ψp = qφ = 0,

et donc p = 0, une contradiction. Ainsi φ est surjectif, et donc une rétraction. Or eA est

indécomposable, on a que φ est un isomorphisme. Ceci achève la démonstration.

8.2.10. Théorème. Soit {e1, . . . , en} un ensemble complet d’idempotents primitifs

orthogonaux de A.

(1) Un A-module de type fini P est projectif indécomposable si, et seulement si, P ∼= eiA

pour un 1 ≤ i ≤ n. Dan ce cas, P est dit un A-module à droite projectif indécomposable

associé à ei.

(2) Un A-module S est simple si, et seulement si, il existe un 1 ≤ i ≤ n tel que S ∼=
eiA/eiJ(A). Dan ce cas, S est dit un A-module à droite simple associé à ei.

Démonstration. On a A = e1A ⊕ · · · ⊕ enA avec eiA indécomposable et eiA/eiJ(A)

simple pour tout 1 ≤ i ≤ n.

(1) Supposons que le A-module de type fini P est projectif et indécomposable. Alors il

existe un entier t > 0 et un A-module Q tels que P qQ ∼= qt
i=1AA

∼= qn
j=1(eiA)t. Comme P

est de longueur finie, d’après le théorème de Krull-Schmidt, P ∼= ejA pour un 1 ≤ j ≤ n.

(2) Soit S un A-module simple. Il existe un épimorphisme f : A → S. Or il existe

un i tel que g = f |eiA est non nul. Comme S est simple, g est surjectif and ker(g) un

sous-module maximal de eiA. D’après le lemme 8.2.8(1), on a ker(g) = eiJ(A), c’est-à-dire,

S ∼= eiA/eiJ(A). Ceci achève la démonstration.

8.2.11. Corollaire. (1) L’application P → P/radP est bijective de l’ensemble des

classes d’isomorphismes de A-modules projectifs indécomposables de type fini sur l’ensemble

des classes d’isomorphismes de A-modules simples.

(2) Soit e un idempotent primitif de A. Alors un A-module à droite simple S est associé

à e si, et seulement si, Se 6= 0.

Démonstration. La partie (1) suit immédiatement du théorème 8.2.9.

(2) Si S ∼= eA/eJ(A), alors Se ∼= HomA(eA, S) 6= 0. Réciproquement, si Se 6= 0, alors il

existe un A-homomorphisme non nul f : eA → S qui est un épimorphisme car S est simple.
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Donc ker(f) est un sous-module maximal de eA. Donc ker(f) = eJ(A). Par conséquent,

S ∼= eA/eJ(A). Ceci achève la démonstration.

8.2.12. Définition. Soit {e1, . . . , en} un ensemble complet d’idempotents primitifs

orthogonaux de A. On dit que A est sobre si eiA 6∼= ejA si i 6= j. Dans ce cas, A ad-

met exactement n modules projectifs indécomposables de type fini et n modules simples, à

isomorphisme près.

8.2.13. Lemme. (1) Soit A ∼= A1ΠA2 une décomposition de A. Alors A est sobre si, et

seulement si, A1 et A2 sont sobres.

(2) Soient D un sur-corps de K et n ≥ 1 un entier. Alors Mn(D) est sobre si, et seulement

si, n = 1.

Démonstration. (1) Soit 1 = c1 + c2 la décomposition corréspondante de 1A. Alors

Aci
∼= Ai, i = 1, 2. Soient {e1, . . . , er} un ensemble complet d’idempotents primitifs or-

thogonaux de A1 et {f1, . . . , fs} celui de A2. Alors {e1, . . . , er, f1, . . . , fs} est un ensemble

complet d’idempotents primitifs orthogonaux de A tel que eiA = ei(c1A), fjA = fj(c2A), et

eiA ∼= fjA pour tous 1 ≤ i ≤ r et 1 ≤ j ≤ s. Par conséquent, A est sobre si, et seulement si,

ei(c1A) = eiA 6∼= ei′A = ei′(c1A) pour i 6= i′ et fj(c2A) = fjA 6∼= fj′A = fj′(c2A) pour j 6= j′.

Ceci est équivalent à dire que A1 et A2 sont toutes sobres.

(2) Ayant un seul idempotent no nul, D est sobre. Soit n > 1. Alors les matrices eii avec

1 ≤ i ≤ n forment un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogonaux de Mn(D).

Pour tout i ≥ 1, on voit que eiiMn(D) ∼= Dn, le seul Mn(D)-module simple. Ainsi Mn(D)

n’est pas sobre.

8.2.14. Théorème. L’agèbre A est sobre si, et seulement si, A/J(A) = D1 Π · · ·Π Dn,

où D1, . . . , Dn sont des sur-corps de K.

Démonstration. Soit {e1, . . . , en} un ensemble complet d’idempotents primitifs orthog-

onaux de A. Posons Ā = A/J(A) = Mm1(D1)Π · · ·ΠMmn(Dn) avec D1, . . . , Dn des sur-corps

de K. D’après la proposition 8.2.7(2), {ē1, . . . , ēn} est un ensemble complet d’idempotents

primitifs orthogonaux de Ā. Comme ēiĀ ∼= eiA/eiJ(A), il suit du lemme 8.2.8(2) que

ēiĀ ∼= ējĀ si, et seulement si, eiA ∼= ejA pour tous i, j. Par conséquent, A est sobre si, et

seulement si, Ā est sobre si, et seulement si, Mmi
(Di) est sobre pour tout 1 ≤ i ≤ n si, et

seulement si, mi = 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Ceci achève la démonstration.

Exemples. (1) Si A est commutatif, alors A est sobre.

(2) Soient K un corps et Q un carquois de n sommets. Si I un idéal bilatère admissible,

alors A = KQ/I est sobre. En effet, A/J(A) est un produit de n copies de K.

Remarque. Soit {e1, . . . , en} un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogonaux

de A. Alors A est sobre si, et seulement si, Aei
∼= Aej pour tous i 6= j.
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8.2.15. Corollaire. Soit K un corps algébriquement clos. Alors une K-algèbre artini-

enne A est sobre si, et seulement si, tout A-module simple est de K-dimension 1.

Démonstration. On a A/J(A) ∼= Mm1(K)Π · · ·ΠMmn(K). Or tout A-module simple

est de K-dimension un si, et seulement si, tout A/J(A)-module simple est de K-dimension

un si, et seulement si, pour tout i, le Mmi
(K)-module simple Kmi est de K-dimension un si,

et seulement si mi = 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n si, et seulement si, A est sobre. Ceci achève la

démonstration.

8.2.16. Proposition. Soit {e1, . . . , en} un ensemble complet d’idempotents primitifs

orthogonaux de A telle que {e1A, . . . , erA} avec 1 ≤ r ≤ n est un ensemble complet des

représentants des classes d’isomorphismes des A-modules projectifs indécomposable de type

fini. Posons e = e1 + · · ·+ er. Alors B = eAe est une K-algèbre sobre, appelée forme sobre

de A.

Démonstration. On voit que {e1, . . . , er} est un ensemble complet d’idempotents prim-

itifs orthogonaux de B. Supposons que φ : eiB → ejB et ψ : ejB → eiB sont B-linéaires

tels que φψ = 1IejB et ψφ = 1IeiB. D’après la proposition 7.3.3(3), x = φ(ei) ∈ ejBei ⊆ ejAei

et y = ψ(ej) ∈ eiBej ⊆ eiAej tels que xy = ej et yx = ei. Ainsi eiA ∼= ejA, et donc i = j.

Donc B est sobre. Ceci achève la démonstration.

On accepte sans preuve le résultat suivant.

8.2.17. Théorème. Soit B la forme sobre de A. Alors il existe une équivalence

Mod-A ≈ Mod-B, appelée l’équivalence de Morita.

D’après les théorèmes 7.3.11, 8.2.4 et 8.2.17, dans l’étude de la catégorie Mod-A, on peut

supposer sans perte de généralité que A est connexe et sobre.

8.3. Couverture projective de modules de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre non nulle artinienne à droite. On

commence par une conséquence immédiate des théorèmes de Hopkins et de Krull-Schmidt.

8.3.1. Théorème. Soit M un A-module non nul de type fini.

(1) M est de longueur finie.

(2) M est indécomposable si, et seulement si, M est fortement indécomposable.

(3) Si topM ou socM est simple, alors M est indécomposable.

(4) M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mr avec Mi indécomposable pour tout 1 ≤ i ≤ r. Et cette

décomposition est unique à isomorphisme et permutation près.
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Démonstration. (1) Comme le module AA est artinien et noethérien, il en de même

pour M car il est de type fini. Donc M est de longueur finie. La partie (2) suit de la partie

(1) et la proposition 7.4.5.

(3) Soient N, L des sous-modules non nuls de M avec N 6= M et L 6= M . Comme M

est de type fini, N ainsi que L est contenu dans un sous-maximal de M . Comme M est

artinien, N ainsi que L contient un sous-simple de M . Si topM est simple, alors radM

est un sous-module maximal, et donc le seul sous-module maximal de M . Par conséquent,

N +L ⊆ radM 6= M . Si socM est simple, alors il est le seul sous-module simple de M . Ainsi

socM ⊆ N ∩ L. Ceci montre que M 6= N ⊕ L dans chacun des cas.

Enfin, la partie (4) est le théorème de Krull-Schmidt. Ceci achève la démonstration.

8.3.2. Corollaire. La catégorie mod-A des A-modules à droite de type fini est abélienne.

Démonstration. Soit f : M → N un morphisme de mod-A. D’après le théorème

8.3.1(1), ker(f) et N/im(f) sont de type fini. Ainsi le noyau et le co-noyau de f appartiennent

à mod-A. Par conséquent, mod-A est abélienne. Ceci achève la démonstration.

8.3.3. Proposition. Soit M un A-module de type fini. Soient x1, . . . , xs ∈ M tels que

{x1 + radM, . . . , xs + radM} est un ensemble de générateurs de M/radM , alors {x1, . . . , xs}
est un ensemble de générateurs de M .

Démonstration. Soit J le radical de A. Alors il existe n > 0 tel que Jn = 0. Posons

rad0M = M et radiM = rad(radi−1M) pour tout i > 0. D’après la proposition 8.1.5,

radiM = MJ i pour tout i ≥ 0, où J0 = A. En particulier, radnM = 0, contenu dans

le sous-module N engendré par x1, . . . , xs. Supposons que k avec 0 ≤ k < n est tel que

radk+1M ⊆ N . Soit x ∈ radkM . Alors x = y1a1 + · · · + yrar avec yi ∈ M et ai ∈ Jk.

D’après l’hypothèse, pour tout 1 ≤ i ≤ s, yi = zi + ui avec zi ∈ N et ui ∈ radM = MJ .

Ainsi x =
∑r

i=1 ziai +
∑r

i=1 uiai. Comme uiai ∈ MJk+1, on a x ∈ N . Ceci achève la

démonstration.

8.3.4. Proposition. Soit f : P → M un épimorphisme de A-modules de type fini avec

P projectif. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) f est une couverture projective de M .

(2) ker(f) ⊆ radP .

(3) Le morphisme suivant est un isomorphisme:

f̄ : P/radP → M/radM : x + radP 7→ f(x) + radM.

Démonstration. L’équivalence de (1) et (2) suit du lemme 4.3.8. Comme f est surjectif,

f̄ l’est aussi. En outre, ker(f̄) = f−1(radM)/radP . Ainsi f̄ est un isomorphisme si, et

seulement si, f−1(radM) = radP si, et seulement si, f−1(radM) ⊆ radP .
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Si f−1(radM) ⊆ radP , il est évident que ker(f) ⊆ radP . Supposons réciproquement que

ker(f) ⊆ radP . Si f−1(radM) 6⊆ radP , alors il existe un sous-module maximal N de P tel

que f−1(radM)+N = P . Comme ker(f) ⊆ N , d’après la proposition 2.1.11(2), f(N) est un

sous-module maximal de M . Donc radM ⊆ f(N). Ceci nous donne f(P ) = radM +f(N) ⊆
f(N) 6= M , une contradiction. Donc radP = f−1(radM). Ceci achève la démonstration.

8.3.5. Lemme. Soit M1, . . . ,Mt des A-modules de type fini. Si fi : Pi → Mi est une

couverture projective de Mi pour tout 1 ≤ i ≤ t, alors

f1 q · · · q ft : P1 q · · · q Pt → M1 q · · · qMt : (x1, · · · , xt) 7→ (f1(x1), · · · , ft(xt))

est une couverture projective de M1 q · · · qMt.

Démonstration. D’après la proposition 8.3.4, ker(fi) ⊆ radPi pour tout 1 ≤ i ≤ t.

Or ker(f1 q · · · q ft) = ker(f1) q · · · q ker(ft) ⊆ radP1 q · · · q radPt = rad(P1 q · · · q Pt).

D’après la proposition 8.3.4, f est une couverture projective de M1 q · · · qMt. Ceci achève

la démonstration.

8.3.6. Théorème. Soit M un A-module de type fini.

(1) M/radM = S1 ⊕ · · · ⊕ Sr avec les Si simples.

(2) Soient ei l’idempotent primitif à lequel Si est associé, et Pi le A-module projectif

indécomposable associé à ei. Alors M admet une couverture projective

ε : e1Aq e2Aq · · · q erA → M.

Démonstration. D’après la proposition 8.3.4, la projection canonique σi : Pi → Si est

la couverture projective de Si. D’après le lemme 8.3.5, σ = σ1 q · · · q σr est la couverture

de M/radM . Donc σ induit un isomorphisme σ̄ de P/radP sur top(M/radM) = M/radM .

Comme il existe un épimorphisme ε : P → M tel que qε = εq, où p, q sont des projections

canoniques. Comme q est un épimorphisme minimal, on a f est un épimorphisme et donc

une couverture de M . Ceci achève la démonstration.

8.3.7. Théorème. Tout A-module de type fini admet une résolution projective minimale

dont tous les modules sont de type fini, qui est unique à isomorphisme près.

8.4. Enveloppes de modules de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algèbre non nulle artinienne à droite.

8.4.1. Lemme. Soit M un A-module de type fini. Alors un sous-module N de M est

essentiel dans M si, et seulement si, socM ⊆ N . En particulier, socM est essentiel dans M .
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Démonstration. Soit N un sous-module essentiel de M . Si S est un sous-module simple

de M , alors N ∩ S 6= 0. Donc S ⊆ N . Par conséquent, socM ⊆ N .

D’autre part, supposons que socM ⊆ N . Soit Q un sous-module non nul de M . Étant

artinien, Q contient un sous-module simple S. Donc, S ⊆ socM ⊆ N . Par conséquent,

Q ∩N 6= 0, c’est-à-dire, N est essentiel dans M . Ceci achève la démonstration.

8.4.2. Proposition. Soit f : M → I un monomorphisme de A-modules de type fini

avec I injectif. Les condition suivantes son téquivalentes:

(1) f est une enveloppe injective de M .

(2) socI ⊆ im(f).

(3) f(socM) = socI.

Démonstration. L’équivalence de (1) et (2) suit du lemme 8.4.1. Et il est évident que

(3) implique (2).

Supposons maintenant que socI ⊆ im(f). Posons L = f−1(socI). Comme f(socM) ⊆
socI, on a socM ⊆ L. En outre, comme f est injectif, L ∼= f(L) = socI est semi-simple.

Ainsi L ⊆ socM . Par conséquent, f(socM) = socI. Ceci achève la démonstration.

8.4.3. Corollaire. Soient M et I des A-modules de type fini avec I injectif. Alors I est

l’enveloppe injective de M si, et seulement si, socM ∼= socI. En particulier, I est l’enveloppe

injective de socI.

Démonstration. La necessité suit de la proposition 8.4.2(3). Soit g : socM → socI un

A-isomorphisme. Comme I injectif, il existe f : M → I tel que j′g = fj avec j et j′ des

inclusions. Comme j est minimal, f est un monomorphisme tel que socI = f(socM). Par

conséquent, f est une enveloppe injective de M . Ceci achève la démonstration.

8.4.4. Proposition. Soient M1, . . .Mt et I1, . . . , It des A-modules de type fini. Si Ii est

l’enveloppe injective de Mi pour tout 1 ≤ i ≤ t, alors I1 q · · · q It est l’enveloppe injective

de M1 q · · · qMt.

Démonstration. D’abord, I1q · · · q It est injectif de type fini. Comme soc Mi
∼= socIi,

pour tout 1 ≤ i ≤ t, on a

soc(M1 q · · · qMt) = socM1 q · · · q socMt
∼= socI1 q · · · q socIt = soc(I1 q · · · q It).

Ceci achève la démonstration.

8.4.5. Corollaire. Soient I, J des A-modules injectifs de type fini.

(1) I ∼= J si, et seulement si, socI ∼= socJ .

(2) I est indécomposable si, et seulement si, socI est simple.

Démonstration. La partie (1) suit de l’unicté de l’enveloppe injective. Pour montrer

la partie (2), posons socI = S1 ⊕ · · ·St avec les Si simples. Supposons que t = 1. Comme I
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est de type fini, tout sous-module non nul contient un sous-module simple, qui est S1 dans

ce cas. Donc I n’a pas de facteur direct propre, c’est-à-dire, I est indécomposable. Si t > 1,

alors l’enveloppe de socI est décomposable d’après la proposition 8.4.4, c’est-à-dire, I est

décomposable. Ceci achève la démonstration.

8.5. Modules injectifs de type fini

Partout dans cette section, on se fixe K un anneau commutatif artinien. Soient U1, . . . , Ur

les K-modules simples à isomorphisme près. On se fixe Ji l’enveloppe injective de Ui de

sorte que Ui = socJi pour tout 1 ≤ i ≤ r. Posons J = J1 q · · · q Jr, l’enveloppe injective de

U1 q · · · q Ur. Remarquons que si K est un corps, alors J = K.

8.5.1. Lemme. Soit M un K-module dont x est un élément non nul. Alors il existe

f ∈ HomK(M,J) tel que f(x) 6= 0. En particulier, J est un co-générateur injectif de Mod-K.

Démonstration. Posons N le sous-module de M engendré par x. Étant un K-module

de type fini, N admet un sous-module simple U , qui est isomorphe à un facteur direct de

socJ . Ainsi il existe un K-homomorphisme non nul φ : U → J . Comme J est injectif, il

existe f ∈ HomK(M, J) tel que f |U = φ. Par conséquent, f |N est non nul. Donc f(x) 6= 0.

Ceci achève la démonstration.

8.5.2. Lemme. Si U est un K-module simple, alors HomK(U, J) ∼= U .

Démonstration. On suppose que U = Ut = socJt pour un 1 ≤ t ≤ r. Si i 6= t, alors

HomK(Ut, Ji) = 0 car Ut 6∼= Ui = socJi. Ainsi HomK(U, J) ∼= HomK(U, Jt). Comme U est

simple, il existe un u ∈ U tel que U = Ku. Posons I = ann(u). Alors U ∼= K/I. Pour tout

α ∈ K, fα : U → Jt : x 7→ αx est K-linéaire. Et fα = 0 si, et seulement si, α ∈ I. Or on a

un K-homomorphisme

φ : K → HomK(U, Jt) : α 7→ fα

de noyau I. Pour tout f ∈ HomK(U, Jt), f(U) ⊆ socJt = U . Ainsi f(u) = αu avec α ∈ K.

D’où, f = fα. Donc HomK(U, Jt) ∼= K/I ∼= U . Ceci achève la démonstration.

8.5.3. Proposition. Soit M un K-module de longueur finie.

(1) HomK(M, J) est un K-module de longueur `(M).

(2) Il existe un K-isomorphisme fonctoriel φM : M → HomK(HomK(M, J), J).

Démonstration. (1) On procède par récurrence sur `(M). Si `(M) = 1, c’est-à-dire,

M est simple. D’après le lemme 8.5.2, HomK(M,J) ∼= M est de longueur 1. Supposons

que `(M) > 1 et l’énoncé est vrai pour les modules de longueur < `(M). Comme M n’est

simple, il existe une suite exacte courte 0 → L → M → N → 0 de K-homomorphismes avec
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L et N non nuls. En appliquant le foncteur exact HomK(−, J) à cette suite, on obtient une

suite exacte courte

0 → HomK(N, J) → HomK(M, J) → HomK(L, J) → 0.

Comme `(M) = `(L) + `(N), on voit que `(L) < `(M) et `(N) < `(M). Par l’hypothèse de

récurrence, HomK(N, J) et HomK(L, J) sont de longueur `(N) et `(L) respectivement. Par

conséquent, HomK(M, J) est de longueur `(M).

(2) Pour tout x ∈ M , on voit que φ(x) : HomK(M,J) → J : f 7→ f(x) est K-linéaire.

En outre

φM : M → HomK(HomK(M, J), J) : x 7→ φ(x)

est K-linéaire. Il suit du lemme 8.5.1 que φM est injectif, et d’après la partie (1), M et

HomK(HomK(M, J), J) ont même longueur. Par conséquent, φM est un K-isomorphisme.

Il est facile de vérifier que φM est fonctoriel en M . Ceci achève la démonstration.

Dés maintenant, on se fixe A une K-algèbre, qui est de type fini en tant que K-module.

On dit alors que A est une K-algèbre d’Artin. Remarquons que A est une K-algèbre artini-

enne à gauche et à droite. On désigne par mod-A la catégorie de A-modules à droite de type

fini et par A-mod celle-ci de A-modules à gauche de type fini. Remarquons que si M est un

A-module à gauche ou à droite, alors HomK(M, J) est un A-module à droite ou à gauche

respectivement. En outre, d’après la proposition 8.5.3, M est de type fini si, et seulement

si, HomK(M, J) est de type fini. Par conséquent, on a deux foncteur contravariants exacts

D = HomK(− , J) : A-mod → mod-A : M → HomK(M , J); f 7→ HomK(f , J)

et

D = HomK(− , J) : mod-A → A-mod : N → HomK(N , J); g 7→ HomK(g , J).

8.5.4. Théorème. Le foncteur D : A-mod → mod-A est une anti-équivalence ayant

pour quasi-inverse le foncteur D : mod-A → A-mod.

Démonstration. D’après la proposition 8.5.4(2), pour tout module M ∈ mod-A, il

existe un K-isomorphisme fonctoriel φM : M → D2M . Il est facile de vérifier que φM

est A-linéaire, et donc un A-isomorphisme. Par conséquent, φ = {φM | M ∈ mod-A} est

un isomorphisme du foncteur 1Imod-A vers D2. De même, 1I
A-mod

∼= D2. Ceci achève la

démonstration.

Remarque. À cause du fait que D est contravariant tel que D2 ∼= 1I, on dit que D est

une dualité.

8.5.5. Théorème. Soit M un module de A-mod.
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(1) M est indécomposable si, et seulement si, DM est indécomposable.

(2) M est injectif ou projectif si, et seulement si, DM est projectif ou injectif, respec-

tivement.

(3) Soit e un idempotent primitif de A. Alors M est simple associé à e si, et seulement

si, DM est un A-module à gauche simple associé à e.

Démonstration. (1) Comme D est fidèle et plein, on a EndA(M) ∼= EndA(DM). Ainsi

M est indécomposable si, et seulement si, EndA(M) est locale si, et seulement si, EndA(DM)

est locale si, et seulement si, DM est indécomposable.

(2) On a deja vu que si M est projectif, alors DM = HomK(A, J) est injectif car J est

K-injectif. Supposons que M est injectif. Soit f : N → DM un épimorphisme dans mod-

A. Comme D est exact, Df : D2M → DN est un monomorphisme dans A-mod. Comme

D2M ∼= M est injectif, il existe un morphisme g : DN → D2M tel que g ◦ df = 1ID2M .

Comme D est plein, il existe un morphisme h : DM → N dans mod-A tel que g = Dh.

Ainsi 1ID2M = D(fg) = D(1IDM). Comme D est fidèle, fg = 1IDM . Ceci montre que DM est

projectif. Réciproquement, si DM est projectif ou injectif, alors M ∼= D2M est injectif ou

projectif respectivement.

(3) Si M est non simple, alors il existe une suite exacte courte 0 → L → M → N → 0

dans A-mod avec L et N non nuls. Comme D est exact, on a une suite exacte courte

0 → DL → DM → DN → 0 dans mod-A avec DL et DN non nuls. Par conséquent,

DM est non simple. De même, si DM est non simple, alors D(DM) ∼= M est non simple.

Supposons maintenant que M est simple associé à e. Alors il existe x ∈ M tel que xe 6= 0.

D’après le lemme 8.5.1, il existe f ∈ HomK(M, J) = DM tel que (ef)(x) = f(xe) 6= 0.

Ainsi e(DM) 6= 0. Ceci montre que DM est le A-module à gauche simple associé à e. La

réciproque suit de la dualité. Ceci achève la démonstration.

8.5.6. Corollaire. (1) Pour tout module M ∈ A-mod, les module M et DM ont même

longueur de composition.

(2) D(AA) est un co-générateur injectif de mod-A.

Démonstration. À l’aide du théorème 8.5.5(3), on peut montrer (1) par récurrence.

(2) Soit X un module de mod-A. On peut supposer que X = DY avec Y un module de

A-mod. Il est évident qu’il existe un A-homomorphisme non nul f : AA → Y . Comme D

est fidèle, Df : DY → D(AA) est non nul. Ceci achève la démonstration.

8.5.7. Théorème. Soit {e1, . . . , en} un ensemble complet d’idempotents primitifs or-

thogonaux de A.

(1) Un A-module à droite I est indécomposable injectif de type fini si, et seulement si,

I ∼= D(Aei) pour un 1 ≤ i ≤ n. Dans ce cas, I est dit un A-module injectif indécomposable

associé à e.
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(2) Pour tout 1 ≤ i ≤ n, le A-module à droite simple Si associé à ei a pour couverture

projective et enveloppe injective eiA et D(Aei), respectivement.

Démonstration. (1) D’après le théorème 8.5.5(2), D(Aei) est injectif indécomposable

de type fini pour tout 1 ≤ i ≤ n. Supposons maintenant que I ∈ mod-A est indécomposable

et injectif. D’après le théorème 8.5.5(2), DI ∈ A-mod est indécomposable et projectif.

D’après le théorème 8.2.9(1), DI ∼= Aei pour un certain 1 ≤ i ≤ n. D’où I ∼= D(Aei).

(2) On suppose que Si = eiA/eiJ(A), i = 1, . . . , n. Posons Ti = Aei/J(A)ei, le A-module

à gauche simple associé à ei, et alors Si = DTi, d’après le théorème 8.5.5(3) pour tout

1 ≤ i ≤ n. Or on a une suite exacte courte 0 → J(A)ei → Aei → Ti → 0 dans A-mod.

Ceci donne une suite exacte courte 0 → Si → D(Aei) → D(J(A)ei) → 0 dans mod-A. Donc

Si ⊆ socD(Aei). Comme D(Aei) est injectif indécomposable de type fini, socD(Aei) est

simple, d’après le corollaire 8.4.5(2). D’où, Si = socD(Aei). Donc D(Aei) est l’enveloppe

injective de Si. Ceci achève la démonstration.

Le résultat suivant nous dit comment trouver l’enveloppe injective d’un A-module de

type fini.

8.5.8. Corollaire. Soit M ∈ mod-A tel que socM = S1 ⊕ · · · ⊕ Sr avec S1, . . . , Sr

des modules simples associés aux idempotents primitifs e1, . . . , er, respectivement. Alors

D(Ae1)⊕ · · · ⊕D(Aer) est l’enveloppe injective de M .

Démonstration. Comme Si
∼= socD(Aei), socM ∼= soc(D(Ae1)⊕· · ·⊕D(Aer)). D’après

le corollaire 8.4.3, D(Ae1) ⊕ · · · ⊕ D(Aer) est l’enveloppe injective de M . Ceci achève la

démonstration.

8.5.9. Corollaire. La co-résolution minimale injective d’un A-module de type fini

contient seulement des A-modules de type fini.
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