MAT 253: Introduction & ’algébre linéaire (II)

Chapitre V: Applications linéaires d’espaces vectoriels

On a étudié des propriétés élémentaires d’espaces vectoriels. Dans la plupart de cas, il est utile d’étudier
la relation entre deux espaces vectoriels sur le méme corps. Ceci sera donnée par les applications linéaires
d’un espace vectoriel dans un autre espace vectoriel qui conservent la structure d’espace vectoriel.

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps et E et F' des espaces vectoriels sur K.

5.1. Applications linéaires

Tout d’abord, on rappelle la notion d’application d’ensembles. Soient X et Y deux ensembles. Une
application T de X dans Y est une regle qui associe a chaque x € X un élément unique y € Y, ou y
s’appelle 'image de  par T noté y = T(x); et x, un antécédent de y. Une telle application est notée
T:X—-Y:z—T(x).

Soit T': X — Y une application. Alors on appelle I'image de X par T l'ensemble Im(T) = {y € Y |y =
T(x) pour un certain x € X}. On dit que T est injective si tout y € Y admet au plus un antécédent;
surjective si Im(T) = Y; et bijective si T est & la fois injective et surjective. Par exemple, 1'application
identité 1x : X — X : x — x est bijective. Si T est bijective, alors tout y € Y a exactement un antécédent
noté T~1(y). Dans ce cas,

T Y - X:y—T Yy

est une application bijective appelée I'inverse de T'. On dit que deux applications 77 et T de X dans Y sont
égales si Ty (x) = To(x) pour tout © € X. Si S:Y — Z est une autre application, alors ST : X — Z : z +—
S(T(x)) est une application de X dans Z, appelée le composé de T et S. La composition d’applications est
associative. On voit aisément que 1y T =Tlx =T et T7'T = 1x et TT"! = 1y lorsque T : X — Y est
bijective.

Deés maintenant, on étudiera les applications entre des espaces vectoriels qui sont compatibles avec la
structure d’espace vectoriel.

5.1.1. Définition. Une application T : E — F est dite linéaire si pour tous u,v € E, T(au) = oT'(u)
et T(u+v)=T(u) +T(v).

Remarque. Si T : E — F est linéaire, alors T'(0g) = Op.

Exemple. (1) L’application nulle 0 : E — F : u — Op et Papplication identitée 1z : E — E : u — u
sont linéaires.

oi a,b] Despace vectoriel réel des fonctions infiniment différentiables définies sur l'intervalle
2) Soit D*®[a,b] I toriel réel des foncti infini t différentiables défini I’int 11
[a,b]. L’opérateur différentiel suivant est linéaire:

df(t)

0: D*[a,b] — D®[a,b] : f(t) — -



(3) L’application suivante est linéaire:
T: Mpxn(K) = Myxm(K): A— AT,

(4) L’application
sinz: R—R:t—sint

n’est pas linéaire.
(5) Considérons le R-espace E = R? et le C-espace F' = C2. L’application

T:R?*— C?: (a,b) — (a,b)
n’est pas linéaire parce que F et F' ne sont pas d’espaces vectoriels sur le méme corps.

5.1.2. Proposition. Une application T : E — F est linéaire si, seulement si, pour tous u,v € E, et
a,f € K,on aT(au+ pv) =aoT(u)+ BT (v).

Démonstration. Supposons que T est linéaire. Alors pour tous u,v € E,«, 08 € K, T(au + pv) =
T(ou)+T(Bv) = oT'(u)+ BT (v). Réciproquement supposons que T satisfait a la condition. Alors T'(u+v) =
T(1-u)+T(1-v)=1-T(u)+1-T(v) et

T(oau) =T(au+0-0g) =aT(u)+0-T(0g) = T (u).
Ainsi T est linéaire. Ce qui achéve la démonstration.
Exemple. Pour toute A € M,,«,(K), les applications suivantes sont linéaires:
Ta: K™ 5 K s Av et Sy K™ — K™ :u— uA.
En effet, pour tous u,v € K™ et o, f € K, on a (au + fv)A = a(ud) + S(vA).
On déduit par récurrence le résultat suivant de la proposition 5.1.2.
5.1.3. Corollaire. Si T : EF — F est linéaire, alors

T(arur + -+ apuy) = a1 T(ur) + -+ + an T(uy)

pour tous u; € Feta; € K, i =1,...,n.
5.1.4. Proposition. Soit EF de dimension finie ayant pour base {ui,---,u,}. Alors pour tous
v1,...,0, € F, il existe une application linéaire unique T': E — F telle que T'(u;) = v;,i =1,...,n.

Démonstration. Tout v € E s’écrit uniquement v = aju; + - + apu,, «; € K. Définissons une
application T' : E — F par T(aqu; + -+ + apu,) = aqvy + -+ + ayv,. Alors T est linéaire telle que
T(u;))=T(1-u;))=1-v;, =v;,i =1,...,n. Enoutresi S: E — F est linéaire telle que S(u;) = v;, pour tout
1 <i<mn. Alors pour tout u =Y., ayu; € E, S(u) = > i aiS(w;) = Y1y o;T(u;) = T'(u). Done S =T.

Remarque. Soit {ug,...,u,} une base de E. Si S,T : E — F sont des applications linéaires, d’apres la
proposition 5.1.4, on voit que S = T si et seulement si S(u;) = T(u;), i =1,...,n.

On désignera par L(E, F') I'ensemble des applications linéaires de F dans F. On montrera que L(F, F)
est un K-espace vectoriel.



5.1.5. Proposition. Soient T, S € L(E,F) et o € K. Les applications suivantes sont linéaires:
ol :E—-F:u—aT(u) e¢ TH+S:E—F:u—T(u)+Su).

Démonstration. Pour tous u,v € F,3,v € K,

(aD)(Bu+yv) = oT(Bu+yv) = a[fT(u) +~+T(v)]

BaT (u) +vaT (v) = B(aT)(u) + v(aT)(u)
T(Bu + yv) + S(Bu + yv)

BT (u) + T (v) + BS(u) +vS(v)

BIT (u) + S(u)] + ([T (v) + S(v)]

B(T + S)(u) + (T + S)(v).

Donc oT et T + S sont linéaires. Ceci acheve la démonstration.

(T + S)(Bu+ ~v)

5.1.6. Lemme. Soient T, 5,7’ € L(E,F) et o, 3 € K. Alors

(1) T+S=5+T; (2) T+9+T' =T+ (S+T);
(3) 1T =T; (4) «BT) = (aB)T;
(5) a(T+5S)=aT + asS; (6) (a+B)T =T+ 5T.

Démonstration. La démonstration est une vérification de routine. A titre d’exemple, on montrera (5).
Pour tout u € F,
(@T+9)(w) = a(T+9)(u)
= a(T(u) +5(u)) = oT'(u) + aS(u)
= (aT)(u) + (aS)(u )
= (oI + aS)(u).

Ainsi a(T + S) = aT + «aS. Ceci acheéve la démonstration.

5.1.7. Théoréme. Muni des opérations définies dans la Proposition 5.1.5, L(E, F) est un K-espace
vectoriel.

Démonstration. D’abord 0 : F — F : u — Op est linéaire. Ainsi L(F,F) est non vide. Pour tout
T € L(E,F), lapplication —T : E — F : u — —T(u) est linéaire telle que T + (—7") = 0. Il suit du lemme
5.1.6 que les autres axiomes de K-espace vectoriel sont aussi satisfaits. Ceci acheve la démonstration.

5.1.8. Proposition. Soient T: E — F et S : F — G des applications linéaires de K-espaces vectoriels.
Alors ST est linéaire. En outre,

(1) Pour tout T" € L(E,F), S(T+T') = ST + ST".

(2) Pour tout S’ € L(F,G), (S+ ST = ST+ S'T.

Démonstration. Pour tous u,v € E,a,( € K,

+ BT (v)]

(ST)(au+fv) = S[T(au+ Bv)] = S[aT(u)
= o(ST)(u) + B(ST)(v).

aS(T(u) + BS(T(v))

Donc ST est linéaire. En outre pour tout u € E,

(ST +T1))(w) =

Il
w0 ®
=
5
_|_
ﬂ
~ES

Ainsi S(T +T") = ST + ST'. De méme, (S + S")T = ST + S'T. Ceci acheve la drhonstration.



5.2. Isomorphismes

On étudiera premierement plus de propriétés d’une application linéaire d’espaces vectoriels et ensuite
on étudiera quand deux espaces vectoriels sont éssentiellement identiques. On commence par deux sous-
espaces associés a une application linéaire T : E — F. Si U est une famille de vecteurs de E, on note
TU) ={T(u) | uw € U}, une famille de vecteurs de F.

5.2.1. Proposition. Soit T' € (E, F'). Alors

(1) Im(T") = {v € F|v = F(u) pour un certain u € E} est un sous-espace de F.

(2) Ker(T) = {u € E|T(u) = 0p} est un sous-espace de E, appelé noyau de T.

Démonstration. (1) Soient v1,ve € Im (T') et a1, 0 € K. Alors v; = T(u;) avec u; € E, i = 1,2. Ainsi
a1v1 + agvy = T(arug + asus) € Im (T'). Donc Im(7T') est un sous-espace de F.

(2) Soient u,v € Ker (T) et o, f € K. Alors T'(u) = T(v) = 0p. Or T(au + Bv) = oT'(u) + BT (v) = Op.
Ainsi au 4 fv € Ker (T'). Ce qui implique que Ker(T') est un sous-espace de E.

On étudiera comment déterminer 'image d’une application linéaire.

5.2.2. Proposition. Soit E =< U > avec U une famille de vecteurs de E. Si T € L(E,F), alors
Im(T) =< T(U) >. Par conséquent, T' est surjective si et seulement si F' =< T(U) >.

Démonstration. Comme T(U) C Im(T), on a < T'(U) >C Im(T). D’autre part, si v € Im(T'), alors
v = T(w) avec w € E. Or w s’écrit w = aqu; + -+ + apuy,, u; € U, a; € K. Donc v = T(w) =
a1 T(ug) + -+ apT(uyn) €< T(U) >. Ce qui montre Im(T') C< T'(U) > . Ainsi Im(T') =< T(U) >. Ceci
acheve la démonstration.

Le résultat suivant dit que 'image d’une famille liée par une application linéaire est toujours liée.

5.2.3. Lemme. Soient T' € L(E, F) et U une famille de vecteurs de E.

(1) Si T'(U) est libre, alors U est libre.

(2) Si T est injective, alors U est libre si et seulement si T'(U) est libre.

Démonstration. (1) Supposons que T'(U) est libre. Si aju; + -+ + apu, = 0g, u; € U, «; € K, alors
a1 T(up) + -+ + anT(up) = 0p. Comme {T(u1),...,T(un)} est libre, ag = -+ = a,, = 0. Donc U est libre.

(2) Supposons que T est injective et U est libre. Si a1T(u1) + -+ + T (u,) = 0p, a; € K, u; € U, alors
T(oyur+- - +anu,) = T(0g). 1l suit de Vinjectivité de T que ayuy + - - - + apuy, = 0. Comme {uq, ..., u,}
est libre, a; = -+ - = a,, = 0. Ceci montre que T'(U) est libre. Le preuve s’acheve.

On donne maintenant un critere pour qu'une application linéaire soit injective.

5.2.4. Proposition. Soient T' € L(E,F) et B une base de E. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) T est injective.

(2) Ker(T) =0.

(3) La famille T'(B) est libre.

Démonstration. Supposons que T est injective. Si u €Ker(T'), alors T'(u) = 0p = T(0g). Ainsi u = 0g
d’apres l'injectivité de T. Par conséquent, Ker(T') = 0.

Supposons que Ker(T') = 0. Soient vy, ...,v, € T(B), c’est-a-dire, v; = T(u;) avec u; € B, i =1,...,r.
Siajvi+---+av, =0p, a; € K, alors T(ajuy + - - -+ apu,) = Op, c’est-a-dire, aqug +- - - + au, € Ker(T).



Comme Ker(T) = {0g} par I'hypothese, ayu; + -+ + a,u, = 0g. Comme B est libre, a; = 0,3 =1,...,r.
Ceci montre que T'(B) est libre.

Supposons enfin que T'(B) est libre. Soient u,v € E tels que T'(u) = T'(v). Ecrivons u = Yo oug, v =
Yo Biug, o, B € K,u; € B. Alors

n

Z(Oéi = B)T(u;) = Z ;T (u;) — Z BiT(u;) = T(u) = T(v) = Op.

i=1

Comme {T(uy),...,T(uy)} est libre, on a a; — B; =0, ¢ =1,...,n. Ainsi v = v. Ceci montre que T est
injective. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Il suit de la proposition 5.2.4 que dim(E) < dim(F’) lorsqu’il existe une application linéaire
injective T': B — F.

5.2.5. Définition. On dit que T € L(E, F) est un isomorphisme si T est bijective.

Exemple. (1) L’application identitée 1: E — E : u — w est un isomorphisme.

(2) L’application nulle 0 : E — F est un isomorphisme si et seulement si E et F' sont tous nuls.

(3) L’application T' : My, xn(K) — Muxm(K) : A — AT est un isomorphisme. En particulier,
I’application linéaire suivante est un isomorphisme:

S:K"— K™ : (ay,...,a,) —

5.2.6. Proposition. Soient E, F' et G des K-espace vectoriels.

(1) Si T : E — F est un isomorphisme, alors T~! : F — G est un isomorphisme.

(2)SiT: E — FetS:F — G sont des isomorphismes, alors ST : E — G est un isomorphism et
(ST)~t = T-15-1.

Démonstration. (1) Supposons que T': E — F est un isomorphisme. Par définition, T est bijective.
Ainsi T~ : F — FE est une bijection. On veut montrer que 7' est linéaire. Soient vy, vs € F et a1, as € K.
Posons w; = T71(v;) € E, i = 1,2. D’apres la définition, T'(u;) = v;,i = 1,2. Come T(aiu; + agug) =
a1T(ur) + aoT(ugz) = @yv1 + vy, on a

T_1<a1U1 =+ 042112) = QU1 + QU = OélT_l(’Ul) + O(QT_l('U2>.

D’ott, T~ ! est linéaire.

(2) Soient T': E — F et S : F — G des isomorphismes. Alors ST : E — G est une bijection qui est
linéaire d’apres la proposition 5.1.8. C’est-a-dire, ST est un isomorphisme. Enfin, on vérifie aisément que
(ST T 1S Y =1g et (T71S1)(ST) = 1g. D'on, (ST)~! =T-1571. Ceci acheve la démonstration.

5.2.7. Corollaire. Une application linéaire T': E — F' est un isomorphisme si et seulement s’il existe
une application linéaire S : ' — E telle que ST = 1g et T'S = 1.

Démonstration. Supposons que T est un isomorphisme. D’aprés la proposition 5.2.6, T-! : F — E est
une application linéaire telle que 71T = 1g et TT 1 = 1.

Supposons réciproquement qu’il existe une application linéaire S : F' — FE telle que ST = 1g et T'S = 1p.
Pour tout v € F', S(v) € E est tel que T(S(v)) = (T'S)(v) = 1p(v) = v. Ce qui montre que T est surjective.



Si T(uy) = T(ug) avec u; € E, i = 1,2, alors S(T(u1)) = S(T(u2)), c’est-a-dire, (ST)(u1) = (ST)(uz).
Donc u; = ug comme ST = 1g. Ceci implique que T est injective. Par conséquent, T' est un isomorphisme.
Ceci acheve la démonstration.

5.2.8. Proposition. Si {uy,...,u,} est une base de E, alors application
aq aq
T:K™ - E: — (Ury ey Up)
Qp Qp

est un isomorphisme.
Démonstration. Il est évident que T est linéaire. D’apres le lemme 4.3.2(3), 'application

S E—KM™.y— pi“

{u17"' ’u}'

est linéaire. On vérifie aisément que ST = 1xm) et T'S = 1g. D’apres le corollaire 5.2.7, T est un
isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.

5.2.9. Proposition. Soit B une base de E. Si T € L(E, F), alors T est un isomorphisme < T'(B) est
une base de F.

Démonstration. T est un isomorphisme si et seulement si T est injective et surjective si et seulement
si T(B) est libre et F' =< T(B) > si et seulement si T'(B) est une base F'. Ceci achéve la démonstration.

5.2.10. Corollaire. Soit T' € L(E, F) un isomorphisme. Si U est une famille de vecteurs de E, alors B
est une base de E si et seulement si T'(5B) est une base de F'.

Démonstration. Si B est une base de E, alors T'(B) est une base de F' d’apres la proposition 5.2.9.

Réciproquement supposons que T'(B) est une base de F. Alors B est libre car T'(B) est libre. Ensuite
pour tout u € E, on a T(u) = anT(uy) + - ap,T(uy) avec u; € B, a; € K car F =< T(B) >. Ainsi
T(u) = T(1u1 + - -+ + apuy,). Ce qui donne v = ayuy + -+ + au, car T est injective. Par conséquent, B
est une base de F. Ceci acheve la démonstration.

On dit que E et F' sont isomorphes, noté E = I, §’il existe un isomorphisme T : E — F. Dans ce cas,
on peut identifier E avec F' en identifiant u € E avec T'(u) € F.

Exemple. (1) On a vu que K™ = K™ pour tout n > 1.
(2) On sait que {0x} est un K-espace vectoriel nul. Si E est un K-espace vectoriel nul, alors E = {0k }.

5.2.11. Proposition. La relation d’isomorphisme de K-espaces vectoriels est une relation d’équivalence.

Démonstration. D’abord, comme 1g : £ — F est un isomorphisme, on a £ = E. Ensuite, si £ = F,
alors il existe un isomorphisme T : E — F. Comme T~! : F — E est également un isomorphisme, on a
F >~ FE. Enfin, si E = F et F 2 @, alors il existent des isomorphismes T': ' — F et S: F — G. D’apres le
corollaire 5.2.7, ST : E — G est un isomoprhisme, et donc F = G. Ceci acheéve la démonstration.

11 suit du corollaire 5.2.9 que deux K-espaces vectoriels isomorphes ont la méme dimension. La réciproque
est vraie si I'un de ces deux espaces est de dimension finie.

5.2.12. Théoréme. Soit E, F' des K-espaces vectoriels. Si F est de dimension finie, alors F = F si et
seulement si dim(E) = dim(F).



Démonstration. La necessité suit immédiatement du corollaire 5.2.9. Supposons que dim(E) =
dim(F) =n. Alors E= K™ et F = K™, Ainsi E = F. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Le résultat ci-dessus nous dit qu’un espace vectoriel de dimension finie est unique déterminé
(& isomorphisme pres) par sa dimension. Par conséquent, pour tout entier n > 1, le K-espace vectoriel K
est essentiellement le seul de dimension n.

Exemple.  C 2= R? et K,[2] = K™, pour tout n > 1.
5.3. Représentation matricielle d’applications linéaires

Cette section a pour but de représenter les applications linéaires d’espaces vectoriels de dimension finie
par les matrices. Ce qui nous permet d’étudier les applications linéaires en appliquant les propriétés de
matrices.

Partout dans cette section, on se fixe F et I’ deux K-espace vectoriels de dimension finie.

5.3.1. Définition. Soient {u1,...,u,} une base de E, et {vy,...,v,,} une base de F. Si T € L(E, F),
{T(u1),.... T (un)

s} Y la matrice de T dans

alors {T'(u1),...,T(upn)} est une famille de vecteurs de F'. On appelle P,

les bases {u1,...,un} et {v1,..., v}, notée [T]}Zisﬁ Remarquons que

(T(w1), .., T(un)) = (v1,... 7Um)[T]{“1*"'v“n}

{v1500m }°

Exemple. (1) [0]{" ") = 0,0, et [15]{00 ") = 1,

{v1,om} {u1,..,un} "

(2) Une matrice A € My, xn(K) définit deux applications linéaires
Ly: K™ — g(m) cv— Av; Rp: K™ — K" :uw— uA.
On voit que la matrice de L4 dans les bases canoniques est A, mais celle-ci de Ry est AT.
Le résultat suivant dit qu'une application linéaire est uniquement déterminée par sa matrice.

5.3.2. Proposition. Soient {u1,...,u,} une basede E et {v1,...,v,,} unebasede F. SiT,S € L(E, F),

alors T'= S si et seulement si
(Tl oy = 1810 )

{U17~~>U77L} - {'U17~~~7'U7n}.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Si [T]Eulu} = [S]turmnd alors
V1,eee,Umn } {vi,...,vm}
(T(u1)y ..., T(un)) = (S(ur),...,Su,)),
c’est-a-dire, T'(u;) = S(u;) i = 1,...,n. D’apres la proposition 5.1.4, T'=S. Ceci achéve la démonstration.

Le résultat suivant nous permet de déterminer si une application d’espaces vectoriels de dimension finie
est linéaire ou non.



5.3.3. Proposition. Soient {uy,...,u,} une base de F et {vy,...,v,} une base de F. Une application
T : E — F est linéaire si et seulement s'il existe une matrice A = (a;;)mxn sur K telle que, pour tous
T1,...,T, € K, 0n a

T(ziur + -+ 2puy) = (a1121 + -+ - + @1nZn)V1 + - + (@m1Z1 + - - + QG Zn)Vm,

cest-a-dire, P ")} y = APEY un} Pour tout u € E. Dans ce cas, A = [T]{“l’”"u"}

{v1,e,0m {u1,.. {vi,eevm }°

Démonstration. On commence par la necessité. Supposons que T est linéaire et posons A = (a;j)mxn =

[1T]gll:wj Par définition, (T'(u1),...,T(uy)) = (v1,...,0m)A, cest-a-dire, T(uj) = d.0", a;jv;, j =

. n
so..,m. Siu= Zj:1 zju; € E, alors

T(u) = Z?:l z; T(u;) = Z?:l 2 (30551 aijvi)

= Y1 Dt @iTv = 3o (Z?:l aij%‘) v -

Supposons réciproquement que 7" satisfait a la condition énoncée dans la proposition. Siu = Z;.L:l TilUj, U=
Yo yju; € Eeta, B € K, alors au+ v = Z;-L:l(amj + By;)u; et donc
Tlau+Gv) = Y7 (X5 ailaw; + By;) ) vi

= ayil, (2?21 %‘xj) v+ 8 30, (E?:l %‘%‘) v;

= aT(u)+ BT (v).
Ainsi T est linéaire. De plus, la colonne de u; dans {us,...,u,} est e; € K. Ainsi la colonne de T(u;)
dans {v1,..., v} est Aej, la j-ieme colonne de A. Ceci implique que A est la matrice de {T'(u1),...,T(un)}
dans {v1,..., v}, Cest-d-dire, la matrice de T' dans les bases {uy,...,u,} et {vy,...,vn}. Ceci achéve la

démonstration.

Remarque. Si T : E — F est linéaire, alors T' est donnée par

T:FE—F:(u,...,up)B— (v1,...,0m)AB.

Exemple. Considérons le plan R2. On se fixe un angle §. La rotation pg : R? — R? d’angle 6 est linéaire.
En effet, soit {e1, e} la base canonique. Pour tout u = (z,y) € R? on a u = xe; + yea = (r cos ¢, rsin @),
our >0 et ¢ est un angle. D’apres la définition,

po(u) = pp(rcosg,rsing)
= (rcos(0 + ¢), rsin(d + ¢))
= (rcosfcos¢ —rsinfsing, rsinbcos ¢ — rcosdsin @)
= [(cosf)x — (sinf)yle; + [(sinB)x — (cos H)y]es.

D’ol pg est linéaire, et
[ ]{61,62} _ cosf —sinf
Poler 2} sinf  cosf )’
Le résultat suivant nous dit comment trouver I'image d’une application linéaire a I'aide de sa matrice.

5.3.4. Théoréme. Soient {uy,...,u,} une base de E et {v1, ..., vy} une base de F. Soient T' € L(E, F)
et A= [T]{ul,...,un}

{v1,.eeyUm }°



1) Un vecteur v € F appartient & Im(7T') si et seulement si plv appartient & I'espace-colonne C(A
{v1,.eeyUm }
de A.
(2) Si{Bi,...,B;} est une base de C(A) et w; = (u1,...,uy)B;, i =1, - ,r, alors {w1,...,w,} est une
base de Im(T"). En particulier, dim(Im(7")) = rg(A4).

Démonstration. Soit A = (A;---4,), ou 4; = é?:ful,)v}m}, j=1,...,n. Comme E =< uy,...,u, >,
d’apres la proposition 5.2.2, Im(T") =< T'(uq),...,T(u,) >. Pour tout v € F, on voit que v € Im(7T') si et
seulement si v est combinaison linéaire de T'(u1), ..., T(uy,) si et seulement si, d’aprés le lemme 4.3.3(2),
P{Ti...,mn} est combinaison linéaire de A4, ..., A,, c’est-a-dire, P{{”}’ om € C(A). Ceci montre (1).

Comme {vy,---,vm} est une base de F, on a un isomorphism

®: K™ — F:Bw (v, - ,0m)B.
D’apres la partie (1), restreindre ® & C(A) nous donne un isomorphisme
U:C(A) - Im(T): B+ (v1, -+ ,um)B

tel que ¥(B;) = wj, j = 1,--- ,r. Comme {By,...,B,} est une base de C(A), d’apres le corollaire 5.2.10,
{wy, -+ ,w,} est une base de Im(7T"). Ceci achéve la démonstration.

Remarque. On appelle rang de T la dimension de Im(7T'), et noté rg(T).
Le résultat suivant nous dit comment trouver le noyau d’une application linéaire a I'aide de sa matrice.

5.3.5. Théoréme. Soient {uy,...,u,} une base de E et {vy, ..., v, } une base de F. Soient T € L(E, F)
et A= [T]{ul,...,u"}'

{v1,eeyUm }
(1) Un vecteur u € E appartient & Ker(7T') si et seulement si P{{qi}... wn} appartient au noyau N (A) de A.
(2) Si {Bi,...,Bs} est une base de N(A) et w; = (u1,...,u,)Bj, j =1,...,s, alors {wy,...,ws} est
une base de Ker(T). En particulier, dim(Ker(7)) = dimN (A).

Démonstration. (1) Par définition, v € Ker(T') si et seulement si T(u) = Op si et seulement si
Pl .1 siet seulement si, d’aprés la proposition 5.3.3 AP{{:LL} w,) = Omxo, Cest-a-dire,

{1}1, Um}

Pl L EN(A).

{ua,..
(2 ) Comme {uq,- -, up} est une base de F, on a un isomorphisme

d: K™ - FE:Bw (u,--- ,u,)B.
D’apres la partie (1), restreindre ® & N (A) nous donne un isomorphisme
U:N(A) — Ker(T) : B (vy,...,v,)B

tel que ®(B;) = wj, j =1,...,s. Comme {By,...,B,} est une base de N'(A), d’apres le corollaire 5.2.10,
{wi,...,ws} est une base de Ker(T). Ceci acheve la démonstration.

Le résultat suivant donne le lien enter les dimensions de I'image et du noyau d’une application linéaire.

5.3.6. Corollaire. Soit T € L(E, F). Alors dim(E) = dim(Im(7")) + dim(Ker(T)).

Démonstration. Soient {uy,...,u,} une basede E et {vy,..., vy} une base de F. Soit A = [T]gllffm]}:
D’apres les théoremes 5.3.4 et 5.3.5, dim(Im(7T")) = rg(A) et dim(Ker(T)) = dimN(A) = n —rg(A), ou la
derniere égalité suit du théoreme 4.8.1. Ainsi dim(Im(7)) + dim(Ker(T")) = n = dim(FE). Ceci acheve la
démonstration.



Le résultat suivant nous donne une caractérisation de I'injectivité et de la surjectivité d’une application
linéaire en terme du rang de sa matrice.

5.3.7. Proposition. Soient {ui,...,u,} une base de F et {v1,...,v,} une base de F. Soient T €
L(E,F) et A=[T]{ur0m)

(1) T est injective si et seulement si rg(A) = n. Dans ce cas, dim(E) < dim(F).

(2) T est surjective si et seulement si rg(A) = m. Dans ce cas, dim(F') < dim(E).

(3) T est un isomorphisme si et seulement si A est inversible.

Démonstration. (1) T est injective si et seulement si Ker(T') = 0 si et seulement si dim(Ker(T')) = 0 si
et seulement si dim(F) — rg(A4) = 0, c’est-a-dire, rg(A) = n.

(2) T est surjective si et seulement si Im(7T") = F si et seulement si dim(Im(7")) = dim(F) si et seulement
sirg(4) =m.

(3) T est un isomorphisme si et seulement si T est injective et surjective si et seulement si rg(A) =n=m
si et seulement si A est inversible. Ceci acheve la démonstration.

5.3.8. Lemme. Soient {uj,...,u,} une base de FE et {vy,...,v,,} une base de F. SiT,S € L(E,F) et
a, B € K, alors
[aT+/8S]{ul,,uﬂ} _ a[T]{ul,...,un} +ﬂ[s]{u1,,un}

{vi,eeom} {vi,0m } {v1,. - 0m }°

Démonstration. Posons A = [T]{u1 """ Un) ot B = [S]{u1 """ un) - Alors (T(ur)y. .., T(up)) = (v1,...,0m)A

{v1,.,0m } {vi,vm }"

et (S(u1),...,Sun)) = (v1,...,v,)B. Or

((aT + BS)(u1), ..., (aT 4+ BS)(un))
(aT(u1) + BS(u1),...,aT(un) + BS(un))
a(T(ur)y ..., T(un)) + B(S(u1),...,Su,))
a(vy,...,om)A+ B(v1,...,0m)B

U1y, Um) (@A + BB).

Par conséquent, [T + 65]{u1""’u"} = aA + BB. Ceci achéve la démonstration.

{vi,..c,vm}
5.3.9. Lemme. Soient {uy,...,u,} une base de E et {v1,...,v,} une base de F. Pour toute A €
My xn(K), il existe une unique T' € L(E, F') telle que [T]gl1 ;‘”% = A.
Démonstration. Posons (w1, ..., w,) = (v1,...,vn)A. D’apres la proposition 5.1.4, il existe une unique

T € L(E,F) telle que T(u;) = w;,i =1,...,n. Or

(T(u1), .., T(up)) = (wr,...,wy) = (v1,...,0m)A.

{uwi,...,un}

(o1, oy = A. Ceci acheéve la démonstration.

Par conséquent, [T

5.3.10. Théoréme. Soient dim E = n et dim F = m. Alors L(E,F) & M, «x»(K). En particulier,
diml(E,F) = mn.
Démonstration. On se fixe une base {u1,...,u,} de E et une base {v1,...,v,} de F. Considérons

I’application suivante
P ‘C(E’ F) - men<K) T [T]{ul"”’u"}

{v1,eum }

Alors ® est linéaire d’apres le lemme 5.3.8 et bijective d’apres le lemme 5.3.9. Ainsi ® est un isomorphisme.
Ceci acheve la démonstration.
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5.3.11. Théoréme. Soient E, F', G des K-espaces vectoriels ayant pour base {u1,...,un}, {v1,...,0m},
{w1, ..., wp}, respectivement. Si T € L(E,F) et S € L(F,G), alors
[ST]{u1,--<7un} _ [S]{U17---1vm} . [T}{uh.--,un}

{w1,..., wp } {w1,..., wp } {v1,..., Um }°

Démonstration. Posons [S]{vl’”"”""} A et [T}{“h"')“"} — B = (B,---By), on B = plT)}

{wi,wp} {v1,00m} {01, 0m )

i=1,...,n. Alors PfjfT(“;))f = AB;,i=1,...,n. Donc

[ST]{M’""M"} _ p{S(T1)y, S(T(un))} _ (ABy,--- ,AB,) = AB.

{wi,...,wp} = 7 {wr,...,wp}

Ceci achéve la démonstration.

5.3.12. Corollaire. Soit T': F — F un isomorphisme. Si {uy,...,u,} est une base de E et {v1,...,v,}
est une base de F, alors

[T_l]{vl ..... v} ([T]{ul 11111 “"})71_

{v1,e 00 }

Démonstration. Posons A = [T]}?)l::f et B = [T’l]{vl’“"v”}}. Comme T~1T = 15 et [IE]{ul,.i.,un} —

Tyees {u1,...,un {ur,unt
I,, on a BA =1, d’apres le théoreme 5.3.11. De méme, AB = I,,. Ceci achéve la démonstration.

5.4. Endomorphismes

Une application linéaire T' : E — FE s’appelle endomorphisme de E; et automorphisme de E si T est
un isomorphisme. Par exemple, I'application nulle 0 : £ — E : u +— Og est un endomorphisme de F,
et lapplication identité 1z de E est un automorphisme de E. Désignerons par End(FE) lensemble des
endomorphismes de E qui, d’apres le théoreme 5.1.7, est un espace vectoriel sur K. Le but de cette section
est étudier, & l’aide de la théorie des matrices, les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie.

5.4.1. Théoréme. Soit F de dimension finie. Alors les conditions suivantes sont équivalentes pour T' €
End(E):

(1) T est un automorphisme.

(2) T est injective.

(3) T est surjective.

Démonstration. Comme F est de dimension finie, dim(E) = dim(Ker(T")) + dim(Im(7")). Or T est
injective si et seulement si dim(Ker(7T)) = 0 si et seulement si dim(E) = dim(Im(7T)) si et seulement si
Im(T) = E si et seulement si T' est surjective. Ceci acheve la démonstration.

5.4.2. Définition. Soit {uq,...,u,} une base de E. Pour T €End (E), on définit la matrice de T' dans
{u1,...,un}, notée [Ty, . u,}, comme étant la matrice de la famille {T'(u1),...,T(u,)} dans cette base.
Ainsi

(T(u1), -, T(un)) = (u1y -5 un) [Ty, un -

Exemple. (1) [OE]{UIA’“”U”} = 0,xn €t []E]{u1,m¢un} =1,.
(3) Soit A € M, «n(K). Alors la matrice de

Ly: K™ S K™y Ay
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dans la base canonique est A. Et la matrice de
Ry K" — K" :u— uA
dans la base canonique est A”.

On voit que si T € End(E), alors T? = TT € End(E). En général on définit T° = 1 et T = TT" 1
pour tout n > 1. Le résultat suivant suit de la proposition 5.3.3, le corollaire 5.3.7, la proposition 5.3.12 et
le corollaire 5.3.13.

5.4.3. Théorém. Soit T € End(F). Si {uq,...,u,} est une base de F, alors
Y T B
2) T est un automorphisme si et seulement si [T'|¢,, ... u,} est inversible.

(2)
(3) [TT]{ul,-u,un,} = ([T]{uh“_,un})r, pour tout r > 0.
@) [T quy iy = ([T]{uh,_?un})r, pour tout entier r lorsque 7' est un automorphisme.

Exemple. On voit aisément que la rotation ps du plan d’angle 6 est un automorphisme et py = png,
pour tout entier n. Or

cosf —sinf
[p@}{el,EQ} = Sin0 COS& ’

et

sin nfé cosnd

cosnf —sinnf
[Pno){er,ear = .

D’apres le théoreme 5.4.3(4), on a

( cosf —sind )n ( cosnf —sinnf

. = , pour tout n € Z.
sin 6 cos 6

sin né cosnf

Le résultat suivant nous dit comment sont reliées les matrices d'un endomorphisme dans deux bases
différentes.

5.4.4. Théoréme. Soit T' € End(E). Si {u1,...,un} et {v1,...,v,} sont deux bases de F, alors

ou P est la matrice de passage de {uq,...,un} vers {vy,...,v,}.

Démonstration. Posons A = [T](y, .. u,}- Soit P = (P, --- P,) partagée en colonnes. Alors v; =
(u1,...,un)Pj, et donc d’apres le théoréme 5.4.3, P{{uTl(”J)in} = AP;,j=1,...,n. Ainsi P{{fl(vl)un}T(”)} =
(AP, ---AP,) = AP. Dol

(T(Ul)v'“vT('Un)) = (Ul,,un)(AP)
= ((v1,...,v,)P 1) (AP)
= (vi,...,00) (P *AP).

Ainsi [T)(y,,... 00} = P~1AP. Ceci achéve la démonstration.

5.4.5. Définition. On dit que A, B € M, (K) sont semblables, noté A ~ B, 8l existe une matrice
inversible P telle que A = P~'BP.
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5.4.6. Proposition. La relation de semblable de matrices de M,,(K) est une relation d’équivalence.

Démonstration. Soient A, B,C € M, (K). D’abord, comme A = I 'Al,, on a A ~ A. En suite, si
A ~ B, alors A = P"'BP avec P inversible. Comme B = PAP~! = Q' AQ avec Q = P~! inversible, on
aB~ A Enfin,si A~ Bet B~ C,alors A=P 'BPet B=Q 'CQ. Comme A= (QP)"'C(QP), on a
A ~ C. Ceci acheve la démonstration.

Le Théoreme 5.4.4 nous dit que les matrices d’'un endomorphisme dans deux bases sont semblables.
Réciproquement, on a le résultat suivant.

5.4.7. Proposition. Soit T'un endomorphisme de F. Si A est la matrice de T dans une base {u1, ..., u,}
de E, alors une matrice B € M, (K) est semblable & A si, et seulement si, il existe une base {vy,...,v,} de
E telle que [Ty, ,....0,} = B.

Démonstration. D’apres le théoréme 5.4.4, il suffit de montre la necessité. Supposons que B = P~'AP

avec P inversible. Posons (v1,...,v,) = (u1,...,u,)P. Alors {v1,...,v,} est une base de E et P est
la matrice de passage de {uy,...,u,} vers {v1,...,v,}. D’aprés le théoréme 5.4.4, la matrice de T dans
{v1,...,v,} est PP AP = B. Ceci acheéve la démonstration.

Selon le Théoréme 5.4.4 et la proposition 5.4.7, le probleme de trouver une base dans laquelle la matrice
d’un endomorphisme est le plus simple se raméne au probléme de trouver une matrice le plus simple qui est
semblable & une matrice carrée. On discutera ce probleme dans le chapitre VIII.

5.5. Exercices

1. Soit M € M, (K) non nulle. Laquelle(s) parmi les applications T : M, (K) — M, (K) suivantes est
linéaire et pourquoi?

(1) T(A) = MA; (2) T(A) =M + A.

2. Dans chacun des cas suivants, déterminer si I’application est linéaire ou non:
(1) T:R* = R*: (z,9) — (z +y,9°).
(2) cos: R — R:t+ cost.

3. (1) Vérifier que les vecteurs suivants u; = (—1,1,1), ug = (1,2,1), ug = (0, 1, 2) forment une base de
R3.
(2) Trouver une application linéaire T : R? — R* telle que T'(u1) = T'(ug) = T'(u3) = (1,0,2,1).
(3) Déterminer s’il existe ou non une application linéaire T telle que T'(u1) = T'(u2) = (1,2,0,1), T(us)
(1,0,1,1) et T(—1,0,1) = (1,0,1,0).

4. Soit T € L(E, F), ou E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
(1) Si T est injective, montrer qu’il existe S € L(F, E) tel que ST = 1.
(2) Si T est surjective, montrer qu’il existe S € L(F, E) tel que T'S = 1p.

5. Soient Ty, Ty : R? — R3 et S : R? — Ry[z] des applications linéaires définies par Ty (a,b) = (2a—b,a,a+
b), Ta(a,b) = (a — 3b,b,2a + 5b) et S(a,b,c) = (a —b+c) + (2a + 3b — ¢)x. Calculer S(67; — 97T3).

6. Soit E = E1 ® Es. Pour tout u = uy +ug € E avec u; € E;, i = 1,2, définir p(u) = u;. Montrer que p
est une application linéaire surjective de F dans Fj.
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7. Soient n > m des entiers positifs. Considérer u; =(a;1,- .-, Gim, - -, in) € K™ et v; = (a1, .., aim) €
K™ pour i = 1,...,7. Montrer, en construisant une application linéaire de K™ dans K™, que si
v1, ..., 0, sont linéairement indépendants, alors uy, ..., u, sont également linéairement indépendants.

8. Dans chacun des cas suivants, trouver une base de Ker(7) et une base de Im(7T'), et déterminer si T
est injective ou surjective.

i + 225 +
X1 xro T4
(1) T:R® — RO . f = | 2214 3z + 23
1’3 1+ 3x3 + 14
4
1 T+ 2x0 +
1 2 4
(2) T: R@W — RG); 22 — 2x1 4 3x2 + 23
$3 3r1 4+ 5x9 + 3x3 + x4
4

9. Considérer I'application linéaire T : M3(R) — M2(R) : A— AM — M A, ou

1 2
M= .
(1) Trouver la matrice de T' dans les bases canoniques.

(2) Trouver une base de Im(T)).
(3) Trouver une base de Ker(T).

10. Considérer ’application linéaire suivante:
T:R* = R3: (21,20, 23, 4) — (21 + 220 + 323 + 424, 201 + 3o + 43 + Sy, 331 + 4o + 53 + 624).

(1) Trouver la matrice de T' dans les bases canoniques.
(2) Trouver une base de Im(T"). Est-ce que T est surjective?
(3) Trouver une base de Ker(T). Est-ce que T est injective?

11. Soit T : R4[z] — Ra[z] une application linéaire dont la matrice dans les bases canoniques est suivante:

1 2 3 -1
A=13 1 2 1
4 3 5 0

1) Trouver la formule générale de T'(a + bz + cx? + dz?).

2) Pour quelle valeur réelle de a, le polynéme 4 + 2x + az?, appartient-il & Im(T)?

3)
)

4) Trouver une base de Ker(T).

Trouver une base de Im(7).

(
(
(
(

12. Considérer les espaces vectoriels réels Rs[z] et R4,

(1) Vérifier que {f; = 1+ 22 + 322, fo = 2+ 3z + 42?2, f3 = 4+ 5z + 522} est une base de R3[x].

14



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20

(2) Trouver I'application linéaire T' : Rz[x] — R™ dont la matrice dans les bases canoniques est la
suivante:

Attention: 1l faut spécifier T'(a + bz + cx?).
Pour tout n > 1, construire un isomorphisme K" — K, [z].
Considérer I'application linéaire T : R3[x] — R? définie par
T(a+bx+cx?)=(a+b—c,a—b+c,—2a+b+c).

(1) Vérifier que T' est un automorphisme.

(2) Trouver linverse T~1. Attention: 1l faut spécifier T=1(a, b, c).

Soit T': E — F une application linéaire de K-espaces vectoriels de dimension finie.

(1) Supposons que T est surjective. Montrer que F' est isomorphe & un complémentaire de Ker(T).
(2) Supposons que T est injective. Montrer que E est isomorphe a Im(T).

Soit T' € L(R?, R®) dont la matrice dans les bases canoniques est A. Dans chacun des cas suivants,
déterminer si T' est un isomorphisme ou non; et si oui, trouver la matrice de son inverse dans les bases
canoniques.

10 1 101
1 A=[o0 1 1 |; 2) A=|1 2 3
110 11 2

Soient T': E — F et S: FF — G des applications linéaires de K-espaces vectoriels de dimension finie.
(1) Si T est surjective, montrer que rg(ST) = rg(9).
(2) Si S est injective, montrer que rg(ST) = rg(T).

Considérer ’endomorphisme T' de I’espace vectoriel rationnel Q3[x] défini par

T(ap + a1z + asx?) = (ag + 2a; + 3az) + (2a9 — a1 + a2)x + (3ag + a1 + 4az)z?.

(1) Trouver la matrice de T’ dans la base canonique {1, z,x?}.

(2) Déterminer si T est un automorphisme ou non.

(3) Trouver la matrice de T’ dans la base {1 +z — 22,2 — 2 + 2%, x + 32%}.

(4) Trouver les coordonnées de T'(2 — 3x — 22) dans {1 +x — 22,2 — z + 22,z + 32?}.

(1) Vérifier que f; =1 —2x + 22, fo =2+ 32 — 22 et f3 = 3+ 2 — 222 forment une base de 1'espace
réel Rs[z].

(2) Trouver 'endomorphisme T' de Rs[z] tel que T'(f1) = f1 — f2, T(f2) = foa— fs et T(f3) = f3— f1.
Attention: Tt faut donner la formule explicite de T'(a + bz + cx?).

. Si A € M, (K), montrer que application Ty : K™ — K™ : 4 — Au est un automorphisme de K )
si et seulement si A est inversible.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Soit T un endomorphisme de Q% dont la matrice dans la base canonique est

2 0 -1
3 -1 4
—4 3 2

(1) Vérifier que T est un automorphisme.
(2) Trouver la matrice de 7-! dans la base {(1,0,1), (1,1,0), (0,1,1)}.
(3) Calculer T2,

Soit T' un endomorphisme d'un espace vectoriel E. Montrer que E = Im(T) & Ker(T) lorsque T2 = T

Soit T un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E. Si T2 = T, montrer que E = E_, & Ey ®
Ey,ou Ey ={u€ E|T(u)= A u} pour A =—1,0,1.
Considérer 1'espace K|[x] des polynémes sur K.
(1) Trouver un endomorphisme de E qui est surjectif et non injectif.
(2) Trouver un endomorphisme de E qui est injectif et non surjectif.
Soient A et B deux matrices carrées semblables. Montrer les énoncés suivants.

(1) A et B ont le méme rang.
(2) A est inversible si et seulement si B 'est.
(3) A est nilpotente si et seulement si B lest.

Un endomorphisme T de E est dit nilpotent si T" = 0 pour un certain » > 0. Si E est de dimension
finie, montrer que T est nilpotent si et seulement si la matrice de T' dans une base de E est nilpotente.

Soit A € Ms(K) non nulle telle que A2 = 0. Montrer que A est semblable & la matrice suivante

0 0

10)°
Indication: Considérer 'endomorphisme de K?) défini par A. Montrer que Au # 0 pour un certain u
et que {u, Au} est une base de K.
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Chapitre VI: Espaces duals

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps et E un espace vectoriel sur K. Le but de cette section
est étudier un nouveau K-espace vectoriel E* associé & E. Rappelons que K est un espace vectoriel sur
lui-méme.

6.1. Définition. (1) On appelle f € L(E, K) une forme linéaire sur E.
(2) Le K-espace vectoriel E* = L(E, K), ce qui se compose des formes linéaires sur E, s’appelle espace
dual de E.

Rappelons que si o, 3 € K et f,g € E*, alors af + 8g € E* est définie par

(af + Bg)(vw) = af (u) + Bf(u), pour tout u € E.

En plus, Og- est application nulle 0 : £ — K : u — Og.

Exemple. (1) Soit M, (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. Alors
tr: M, (K) — K: A tr(A)
est une forme linéaire sur M, (K).

(2) Considérons 'espace vectoriel Cla,b] des fonctions continues définies sur Uintervalle [a, b]. Alors
b
F:C[a,b]—>R:f»—>/ fdt
a
est une forme linéaire sur Cf[a,b]. En outre, 2F est une forme linéaire telle que (2F)(f) =2 fab fdt.

Le résultat suivant est trivial.

6.2. Lemme. Soit F de dimension finie ayant pour base {us,...,u,}. Si f,g € E*, alors f = g si, et
seulement si, f(u;) = g(u;) pour tout 1 <i < n.

Soit {uq,...,u,} une base de E. Pour tout 1 < i < n, posons
u; : E— K :zup + - + Zpuy — ;.
Alors uf € E* telle que u}(uj) = 6;5, j =1,...,m, car uj = d1ju1 + - + OpjUn.
6.3. Théoreme. Si {uy,...,u,} est une base de E, alors {uf,...,u’} est une base de E*, appelée la

base duale de {uy,...,u,}. En particulier, dim(F) =dim(E*).
Démonstration. Supposons que «ajuj + -+ apu), = 0g«, o € K. Alors pour 1 <i < n,

OK = (Z OZJ’U,;)(’U,Z) = Z O[j U;(’U@) = Zaj(sji = 0[1(5” = Q4.
j=1 j=1 j=1

Donc {uf,...,u}} est libre. D’autre part, pour tout f € E*, posons f(u;) = f; € K,j = 1,...,n. Alors
Z;L:l Bju; € E* est telle que pour tout 1 <i <n,

(Zﬂjuj)(uﬂ = Zﬂj “;(Uz) = Zﬂj 05 = Bi = fluy).
j=1 j=1 j=1
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Donc [ = Z?:l Bju;i. Ce qui montre que {uj,...,u;} est une base de E™.

Exemple. (1) Considérons le K-espace vectoriel K™. Alors la base duale de la base canonique {ey, ..., e,}

est {e},...,er}, ou e; est la fonction suivante:
el K" > K:(x1,...,2p)—z, t=1,...,n.

(2) Considérons le K-espace vectoriel K, [z]. Alors la base duale de la base canonique {1,z,...,2" 1}
est {1%, 2%, -, (2" 71)*}, olt ()* est la fonction suivante:

() Ky[2] = K :ap+arx+---+az" + - +ap 12" —a;, i=1,--- ,n.

6.4. Proposition. Soient {uj,...,u,} une base E et {uf,...,u’} sa base duale de E*. Alors une
application f: EF — K appartient a E* si, et seulement si, il existe aq,...,a, € K tels que

flriug + - + zpuy) = 121 + - - - + apxy,, pour tous xy,...,x, € K.
Dans ce cas, la colonne des coordonnées de f dans {u},...,u’} est (ay,...,a,)"

Démonstration. Considérant la base {uj,...,u,} de E et la base {1x} de K, la premiére partie
du lemme suit immédiatement de la proposition 5.1.4. Supposons maintenant que f : E — K est telle
que f(xiug + -+ + Tpu,) = a121 + -+ + apy, pour tous xy,...,x, € K. En particulier, f(u;) = a; =
(aruf + - + apu})(u;) pour tout 1 < ¢ <mn. Donc f = ayuf + - + ayul, comme {uq,...,u,} est une base

de E. Ceci acheéve la démonstration.

Remarque. Si E est 'un des exemples des espaces vectoriels admettant une base canonique {uy, ..., uy,},
alors la base duale {uj,...,u}} s’appelle base canonique de E*.

Le résultat suivant nous permet de déterminer la base duale d’'une base de F.

6.5. Proposition. Soient {uy,...,u,} et {v1,...,v,} des bases de E. Si P est la matrice de passage de
{u1,. .., up} vers {v,...,v,}, alors la matrice de passage de {v},...,v%} vers {uf,...,u’} est PT et donc
la matrice {uj,...,u:} vers {vf,..., v} est (PT)~L

Démonstration. Posons P = (a;j)nxn. S0it Q@ = (b;j)nxn la matrice de passage de {v],..., v} vers
{ui,...,up}. Alors v; = Y 1, agjug pour tout 1 < j < n et uf = > 7_, br;vf pour tout 1 <4 < n. Ainsi
pour tous 1 < 4,5 <n,

n n
u; (v;) = Zkzlakjui‘(uk) = aij, u;(v;) = Zkzlbkivi(%’) = bji,

d’olt a;; = bj;. Ceci montre que Q@ = PT. La preuve s’achéve.

6.6. Corollaire. Si {f1,..., fn} est une base de E*, alors il existe une unique base {u1,...,u,} de E
dont la base duale est {f1,..., fn}-

Démonstration. Par hypothese, dim(E) = dim(E*) = n. Prenons une base quelconque {v1,...,v,} de
E. Soit Q la matrice de passage de {v%,...,v}} vers {f1,..., fn}. Posons (uy,...,u,) = (vi,...,v,)(QT)7L.
Alors {u1,...,u,} est une base de E. Comme (vi,...,v,) = (u1,...,u,)Q7T, la matrice de passage de
{ug,...,un} vers {vy,...,v,} est QT. D’aprés la proposition 6.5, la matrice de passage de {v},...,v%}
vers {uf,...,ur} est (QT)T = Q. Ainsi (uf,...,u}) = (v},...,v)Q = (f1,..., fn). Ainsi (u},...,u}) =
(fi,--oyfn). Si{wi,...,w,} est une base de E telle que (wj,...,w’) = (u},...,u}), alors la matrice
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de passage {uf,...,ur} vers {wi,...,w}} est I,. D’apres la proposition 6.5, la matrice de passage de
{wi,...,w,} vers {uy,...,u,} est I' = I,,. Par conséquent, {wy,...,w,} = {u1,...,u,}. Ceci acheve la
démonstration.

Soit T'€ L(E,F). Si f: F — K est une forme linéaire sur F, alors le composé fT : E — K de fetT
est une forme linéaire sur E. On définit

T':F* = E*: f—T'Yf)=fT.
On a donc, pour tout f € F*, un diagramme commutatif

F—T o

F
f
K.

6.7. Proposition. Si T € L(E, F), alors
T F* — E*: f—TYf)

est une application linéaire, appelée la transposée de T
Démonstration. Si f,g € F*,a,8 € K, alors T*(af + Bg), oT*(f) + 8T (g) € E*. Pour tout u € E,

T*(of + Bg)(u) ((af +Bg)T) (u) = (af + Bg)(T(u))
af(T(w) + Bg(T(u)) = a(f T)(u) + B(g T)(u)
aT*(f)(w) + BT (9)(w) = (@T*(f) + BT (9)) (u).

Donc Tt (af + Bg) = aT (f) + BT t(g), c’est-a-dire, T't est linéaire.

6.8. Théoréme. Soient {uy,...,u,} une base de E et {vy,...,v,} une base de F. SiT € L(E, F) dont

la matrice dans les bases {u1,...,un} et {v1,...,v,} est A, alors la matrice de T'* dans les bases duales
{vi,.. . 5 et {uf, ... ul} est AT.

Démonstration. Posons A = (a;;)mxn. Alors T(u;) = >0 agv, i =1,...,n. Soit B = (b;j)nxm la
matrice de T'* dans les bases {v],..., v} } et {uf,...,up}. Alors T*(v}) = 37, brjuy, j=1,...,m. On se

fixe1<i<n, 1<j<m. Alors

T (Z bkjuk> ul = Zkzlbkju,*c(ui) = Zklzlbkj(;]ﬂ‘ = bile = b”
D’autre part,

Tt(v;)(ui) = v} (T'(u;)) = vj (Zm_lakivk) = Zm_ aiv; (vr) = Z:;lakidjk =a;;lx = aj;.

k= k=1
D’olt b;; = aj;. Ce qui achéve la démonstration.
6.9. Corollaire. Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Pour toute S € L(F*, E*),
il existe une unique T € L(E, F) telle que T = S.

Démonstratio. Prenons une base {uy,...,u,} de E et une base {v1,...,v,,} de F. Supposons S €
L(F*, E*) dont la matrice dans les bases {v],..., v} et {uf,...,ul} est A. A’apres le lemme 5.3.9, il existe
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une unique T' € L(E, F) dont la matrice dans les bases {u1,...,u,} et {v1,..., v, } est AT. Or la matrice de
Tt dans les bases {vf,..., v} et {uf,...,ul} est (AT)T = A. Dot T = S. Ceci acheve la démonstration.

Remarquons que si T € End(F), alors T'* € End(E*). Le résultat suivant découle immédiatement du
théoreme 6.8 et le corollaire 6.9.

6.10. Théoréme. Soit E de dimension finie ayant pour base {u1,...,u,}.
(1) Si T € End(E) dont la matrice dans {u,...,u,} est A, alors la matrice de T'* € End(E*) dans la
base duale {uf,...,u"} est AT.

2) Pour tout S € End(E*), il existe un unique T' € End(F) tel que T = S.
(

6.11. Exercices

1. Soient f et g les formes linéaires sur R? définies par f(z,y) = 2z — 3y et g(x,y) = 3z + y.

(1) Calculer 2f + 3g.
(2) Vérifier que f et g sont linéairement indépendants.

2. Montrer premi¢rement que {(1,-2,3),(1,—1,1),(2,—4,7)} est une base de Q?, et ensuite trouver sa
base duale.

3. Considérer les formes linéaires fi, f2 et f3 définies, pour tout u = (21, 22, 73) € R?, par

fl(u) =1+ 21’2 + x3, fg(’u) = 2.%1 + 3$2 + 31[,’3, fg(u) = 3CE1 + 7$2 + x3.

Vérifier que {f1, f2, f3} est une base de I'espace dual de R? et trouver la base de R? dont la base duale

est {f1, f2, f3}

4. Soient f1, fa, g les formes linéaires sur ’espace réel C définies par f1(a+bi) = 3a—4b, fa(a+bi) = 4a+2b
et g(a + bi) = 3a — 7b.

(1) Vérifier que {f1, fo} est une base de I’espace dual de C.
(2) Trouver les coordonnées de g dans cette base.

5. Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimension finie. Si v € E, montrer que u = Og si et seulement si
f(u) =0k pour tout f € E*.

6. Soit F un espace vectoriel de dimension n, et soient fi,..., f, € E*.

(1) Si fi1,..., fn s'annulent sur un méme vecteur non nul de E, montrer qu’elles sont linéairement
dépendantes. Indication: Utiliser la question précédente.

(2) Siug,...,uy € E sont tels que f;(u;) = d;; pour tous 1 < 4,5 < n, montrer que {uy,...,u,} est
une base de E et {f1,..., fn} est une base de E*.

7. Considérer I'espace réel R? = {(x1,z2,73) | 7; € R} et son espace dual (R3)*. Soient g1, g2, g3 € (R3)*
définies par

g1(x1, 22, x3) = 3T1 — 222, g2(x1, T2, x3) = 222 — 23, g3(x1, T2, x3) = T1 + T3.

(1) Vérifier que {g1, ga, g3} est une base de (R3)*.
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8.

10.

(2) Trouver la matrice de passage de {g1, 92,93} a la base duale {e7, e}, e} de la base canonique de
R3.

(3) Soit T € L(R?, R3) défini par T(x1, x2,73) = (—3z2 + 3,271 + 3,71 — T2). Trouver la matrice
de la transposée T'* dans la base {g1, g2, 93}-

(4) Soit G I'endomorphisme de (R3)* défini par

G(agr + bga + cg3) = (a—c)g1 + (b — a)ga + (¢ — b)gs.
Déterminer ’endomorphisme S de R3 dont la transposée est G.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Si T' € L(E, F'), montrer que T est un
isomorphisme si et seulement si sa transposée T : F* — E* est un isomorphisme.

Soit E un espace de dimension finie. Si F' est un sous-espace de EF/, montrer que
FL ={fecE*| f(u) =0, pour tout u € F}

est un sous-espace de E* et que dim(E) =dim(F+)+dim(F).

Indication: Si {uy,...,Ur,Upt1,...,U,} une base de E avec {uq,...,u,} une base de F, vérifier que
{urq,...,u}} est une base de F*.

Soit F le sous-espace vectoriel de 'espace réel Ry[x] engendré par u; = 1+z—2%+223, up = 22+322—23,
uz =1+ 32+ 222 + 23, uy = 1 + 52 + 522, Trouver une base de F=*.
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Chapitre VII: Déterminants

Les déterminants de matrices réelles d’ordre 2 et 3 sont apparues en relation avec le calcul d’aire et volume,
respectivement. Dans ce chapitre, nous nous proposons de définir les déterminants de matrices carrées sur
un corps quelconque d’ordre n pour tout n > 1. Nous étudierons les développements et appliquerons les
résultats obtenus a la résolution de certain systemes d’équations linéaires, ainsi qu’au calcul de l'inverse
d’une matrice inversible.

Partout dans ce chapitre, K désignera un corps.
7.1. Permutations

On définira les déterminants d’ordre n au moyen de permutations sur n lettres. Dans cette section, on
rappelle rapidement la notion de permutations et certains propriétés que ’on aura besoin pour étudier les
déterminants.

7.1.1. Définition. Soit n > 1. Une n-permutation est une application bijective

o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}:i— o(3).
Dans ce cas, on note

1 2 ... n
o= .
oc(1) o2) -+ o)

7.1.2. Proposition. L’ensemble S,, des n-permutations est un groupe d’ordre n! pour la composition
d’applications.

7.1.3. Définition. On appelle ¢ € S, un cycle de longueur r > 2 §’il existe i1, 12,...,14, distincts de
{1,2,...,n} tels que o(i1) = ia,...,0(ir—1) = ir, 0(ir) = i1 et o(i) = ¢, pour tout ¢ & {iy,é,...,4,}. Dans
ce cas, on note o = (iyiz - -i,). En outre on appelle un cycle (ij) de longueur 2 transposition.

Remarque. (1) Pour tout ¢ € {1,2,...,n}, on définit (¢), un cycle de longueur 1, comme étant

. 1 2 -+ n
i) = .
o=(y 50

(2) Pour tous 4,5 € {1,--- ,n}, on a (ij) = (ji) et (ij)~' = (ij).

I’application identité:

7.1.4. Lemme. Toute permutation se décompose en produit de cycles.

Démonstration. Soit o € S,,. Soit r(o) le nombre des entiers ¢ € {1,...,n} tel que o(i) # i. On
procede par récurrence sur r(o). Si (o) =0, alors ¢ = (1). Supposons que r > 0 et la proposition est vraie
pour 7 € S, avec 7(7) < r. Soit r(c) = r. Alors il existe un 1 < a < n tel que o(a) # a. Or il existe un

s > 1 tel que 0%(a) = a et 0 (a) # a. Posons a; = 077!(a) pour tout 1 < j < s. Alors ay,as,...,as sont
deux & deux distincts et o(a;) = a;41 pour 1 < j < s et o(as) = a1. Définissons 7 € S, par 7(i) = o(i) si
iZ{a1,...,as} et 7(i) = isii € {a1,...,as}. Il est facile de vérifier que 0 = (ajaz---as)7. Remarquons
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que r(7) < r(o) = r. Ainsi 7 se decompose en produit de cycles. Il en est de méme pour o. Ce qui acheve
la démonstration.

La démonstration du lemme suivant est une vérification de routine.
7.1.5. Lemme. Un cycle (i1ig---i,) avec r > 2 se décompose

(irdg -~ i) = (i18,) (I1ip—1) - - - (1192).

On accepte le résultat sans démonstration.

7.1.6. Théoreme. Sin > 2, alors toute n-permutation se décompose en un produit de transpositions
dont la parité du nombre de transpositions est invariante.

7.1.7. Définition. Si n > 2, alors une n-permutation est dite paire si elle se décompose en un produit
d’un nombre pair de transpositions; et impaire sinon. Par convention, la seule 1-permutation (1) est dite
paire.

Remarque. Sin > 2, alors la n-permutation identité (1) est paire puisque (1) = (12)(12).

7.1.8. Définition. On définit la signature d’'une permutation o par

sen(c) +1, sio est paire
g) =
& —1, si o est impaire.

Remarque. Si o = (a1b1) - - (ayb,), alors sgn(o) = (—1)".
7.1.9. Proposition. Si 0,7 € S,,, alors sgn(c~!) = sgn(o) et sgn(o7) = sgn(o) sgn(7).
Démonstration. Supposons que o = (aiby) -+ (ayb.) et 7 = (c1dy) - - - (csds). Alors 0=1 = (a,b,) - - - (a1by)

et o7 = (a1by) - - - (a,b,)(c1dy) - - - (csds). Par conséquent, on voit que sgn(oc=!) = (—1)" = sgn(o), et

sgn(o7) = (=1)""* = (=1)"(=1)" = sgn(0)sgn(7).

Ceci acheve la démonstration.

7.2. Déterminant d’une matrice carrée

7.2.1. Définition. Soit A = (a;j)nxn € Mp(K). Le déterminant de A, noté det(A) ou |a;j|nxn, €st
défini par

det(A) = desn Sgﬂ(O’) A105(1)325(2) * " " Ano(n) € K.
Remarque. La définition ci-dessus nous donne une fonction
det : M, (K) — K : A det(A).

Exemple. (1) Comme S; = {e = (1)}, on a det(a11) = sgn(e)aic1) = (+1)a11 = a1.
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(2) Comme Sy ={e=(1),0 =(12)}, on a

ail a2

o1 o = sgn(e)aie(1)aze(2) + 58N0(0)A14(1)020(2) = 11022 — 12021

(3) Comme S3 = {01 = (1),02 = (12),03 = (13),04 = (23),05 = (123),06 = (132)}, pour toute
A = (aij)gxg, on a

6
det(A) = Zizl Sgn(Ui) A10;(1)A20,(2)A30;(3)
= (11022033 — (12021033 — 013022031 — 011023032 + 412023031 + 413021032
= (a11a22a33 + G12a23a31 + a13a21a32) — (@12a21033 + A13022a31 + A11G23a32).

Ceci est la différence de la somme de trois produits des terms diagonaux et la somme de trois produits des

termes anti-diagonaux de la matrice suivante:

@11 a2 a3z ail a2
G21 Q22 Aa23 G21 A22
asz1 asz Ga33 asi as2

7.2.2. Théoréme. Pour toute A = (a;;) € M,(K), on a
det(A) = Zoesnsgﬂ(a) Uo(1)100(2)2 " * Qo (n)n-

Démonstration. Pour o € S,, posons j; = o(i), cest-a-dire, i = o71(j;),i = 1,2,...,n. De cette
maniere, on a

Qo (1)1%0(2)2 """ Ao(n)n = Aj1,0-1(j1) Yjz,0 71 (j2) * " Fn,o 1 (n) = Ao~1(1)42,0-1(2) ** " Cn,o—t(n)s

ott la derniere égalité suit du fait que {j1,ja,...,jn} = {1,2,...,n}. Quand o parcourt S,, on voit que o~!

parcourt S,,. Donc

Yoes, 580(0) Go(1)180(2)2 Go(mn = Dses, SE(0) A1,0-1(1)02,0-1(2) " no— 1 (n)
r=0""!
= ZTESn Sgl’l(T) A17(1)27(2) " " Anr(n)
= det(4).

Ceci acheve la démonstration.
Remarque. Sin = 3, on peut vérifier directement le théoreme 7.2.2 comme suit:

6
Zizl sgn(o;) U5,;(1)100,(2)2%0,(3)3
= 011022033 — (21012033 — 431022013 — 11032023 + A21032013 + A31A12023

= \aij|3><3-

7.2.3. Corollaire. Pour toute A € M, (K), on a det(A) = det(AT).

Démonstration. Ecrivons A = (aij)nxn- Alors AT = (b;;), ot b;j; = aj;, pour tous 1 < 4,5 <n. Or

det(AT) = desn sgn(a) blU(l)b2U(2) o bna(n)
= Zo’ESn SgN(0) Ay(1)100(2)2 * * * Go(n)n
= det(A).
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Ceci acheve la démonstration.
On étudiera le calcul du déterminant.

7.2.4. Proposition. Si A = (a;;) € M,,(K) est triangulaire, alors det(A) = a11a22 - - - Gnn.

Démonstration. D’abord, supposons que A est triangulaire inférieure, c’est-a-dire, a;; = 0, pour
1<i<j<n. Soit 0 €85,. Sioc#(1),alors il existe un élément minimal r de {1,...,n} tel que o(r) # 7.
D’apres la minimalité, o(i) = pour tout 1 <7 < r. Ainsi o(r) ¢ {1,...,7 — 1,7}. D’ou, o(r) > r, et donc
arq(ry = 0. Par conséquent, a1,(1)025(2) * * * Gno(n) = 0. Ceci nous donne

det(A) = Znesn Sgn(a) A15(1)325(2) " * " Ano(n)
= Q11022 Qpp T Z(l);ﬁaesm SgN(0) A15(1)20(2) * * * Cno(n)

= a11022 - Gpn-

Si A est triangulaire supérieure, alors A7 = (a;;) est triangulaire inférieure. D’aprés le corollaire 7.2.3,
on a det(A) = det(AT) = ayq - - - app. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. det(I,) = 1k.

7.2.5. Lemme. Sil'on échange deux colonnes ou deux lignes d’une matrice carrée, alors le déterminant
change de signe.

Démonstration. Soit B = (b;;) obtenue & partir de A = (a;;) en échangeant la r-ieme colonne et la
s-ieme colonne avec 1 <r < s < n. Alors by = a6, bis = a4y, et byj = a;; = lorsque j # r,s. Comme S, est
un groupe, on voit que o(rs) parcourt S, lorsque o parcourt S,. Donc

det(B) = des bgn(a) oc(1)1 " bo’(r)’r e bo’(s)s to bo’(n)n
o(rs)=r1
= - ZTES H(T) e bT(s)T' T b‘r(r)s te bT(n)n
= - ZTES sgn(7) a T(l)l C o Qr(s)s Q) Gr(n)n
(T)a

= - ZTESn ST ) Qr(1)1 " " Ar(r)r * " Qr(s)s * " " Ar(n)n
= —det(A).

Ceci acheve la démonstration.
7.2.6. Lemme. Soit A € M, (K). Si deux colonnes ou deux lignes de A sont identiques, alors det(A)

est nul.
Démonstration. Soit A = (a;j)nxn. Supposons qu'il existe r,s avec 1 <17 < s < n tels que a;r = as,

pour tout 1 < ¢ < n. Soient o1,...,0,, les permutations paires de S,. Posant 7; = o;(rs), on voit que
Ty, ..., Tm sont les permutations impaires de .S,,. Pour tout 1 <i <m, on a
Sgn(Tz) 71(1)1 T a-r,;(r)r e an(s)s o an(n)n
= _Sgn( Z)ao'l e aai(s)r e aai(r)s o aai(n)n
= _Sgn(az)aal ©Qoy(s)s T Qoy(r)r T Qo (n)n
= 7sgn(01)a0'l Qo (r)r  Qoy(s)s T Aoy (n)ne
Comme S,, = {oj,7; |j=1,...,m},ona

det(A) = Zi:l (Sgn(gi)aai(l)l © Qg (n)n + Sgn(’ri)a-ri(l)l e an(n)n) =0.

Ceci achéve la démonstration.
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7.2.7. Lemme. Soit A = (Ay,...,A,) € M,(K) partagée en colonnes. Si Ay = aBs + bCs pour un
certain 1 < s <n,oua,b € K et By, Cs des matrices-colonnes, alors

det(A) = adet(Al, e 7As—17 BS,AS+1, ey An) + bdet(Al, ey As_l, CS,AS+17 ceey An)
L’énoncé correspondant pour les lignes est également valide.
Démonstration. Posons A = (a;j)nxn, B = (A1,...,As_1,Bs, As+1,- -, An) = (bij)nxn et C =
(A1,..., A 1,Cs, Agia, ..., An) = (Cij)nxn. Alors, pour tout 1 < ¢ < n, on a a;s = ab;s + beis, €t a;; =
bij = c;j lorsque j # s. Or

det(4) = desn Sgﬂ(U)%(l)l ©Og(s)s " Go(n)n

= desn Sgn(U)aU(l)l o (a’ba(s)s + bca(s)s) © Qo (n)n
a desn Sgn(a)ba(l)l t ba(s),s T ba(n)n + bZJGSn Sgn(a)ca(l)l *Co(s),s " Co(n)n
= adet(B) + bdet(C).

Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Le lemme 7.2.7 dit que la fonction det : M,,(K) — K : A — det(A) est linéaire par rapport
a chacun des lignes et chacun des colonnes.

7.2.8. Corollaire. (1) det(A;, - ,ads, -, A,) =adet(Ay,---,As, -, Ap). Il en est de méme pour
les lignes de A.

(2) Si une colonne ou une ligne de A est nulle, alors det(A4) = 0.

(3) Pour toute A € M, (K) et tout a € K, det(aA) = a™ det(A).

7.2.9. Théoréme. Si l'on additionne & une colonne (respectivement, & une ligne) d’une matrice carrée
une combinaison linéaire des autres colonnes (respectivement, des autres lignes), alors le déterminant ne
change pas.

Démonstration. Soit A = (Ay,...,A,) € M,(K) partagée en colonnes. Posons B = (A;--- A;—1, 4; +
Z#i a;Aj, Ait1,- -+, Ap). Il suit des lemmes 7.2.7 et 7.2.6 que

det(B) = det(A1 e A1, A A, ,An) + a; Ej;éi det(A1 s Ai—laAj,Ai-i-la cee ,A”)
= det(A).

Ceci achéve la démonstration.

Exemple. Soit n > 2. Montrer que

aq a2 79
2 2 2
Vn = ag Qy an = H1§i<j§n(aj — ai).
—1 —1 n—1
aq Q Ay

Ceci s’appelle le déterminant de Vandemonde.
Démonstration. D’abord, il est évident que Vo = (as — aq). Supposons que n > 2 et V,_; =

M<icj<n—1(0j — ;). En effectuant successivement les opérations L, — a1 Ln—1, Lpn—1 —a1Lp_2,...,Ls —
a1 L1, on obtient
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1 1 1
0 Qg — Qp — O
2 2
v, = 0 a5 — o on — ooy
n—2 n—1 n—2
0 a)y " —oa) oap” - ajog
Qg — (X1 a3 — (1 Qp — ]
ag(ag — aq) ag(az —ag) - aplay —aq)
57 as — 1) oy Hazg—a1) - ap T (an — )
Qy (6%} a1 Qg Qs (05] (% (6'7%% a1
1 1 1
(&%) ag Qp
_ T L
= Hj:2<aj 1) .
n—2 n—2 n—2

=17 y(aj — a1) acicj<n(aj — i) = Thicicj<n(o; — ai).

Pour conclure cette section, on montrera que le déterminant du produit de matrices est égal au produit
de déterminants.

7.2.10. Définition. Soit A = (Ay,---,A,) € M,(K) partagée en colonne. Pour o € S,,, on définit
og-A= (Ag(l) .. 'Ao(n)> c Mn(K)

7.2.11. Lemme. Si A € M, (K), alors det(o - A) = sgn(o) det(A), pour tout o € S,.
Démonstration. Partagéons A = (Ay,---, Ay) en colonnes. Ecrivons o = (1 s1) - -+ (rp sp) avec r; < 84,
pour tout 1 <7 < p. Si p=1, alors

det (0' . A) )

det(Ala"' 7A517"' A7‘17' o aAn)
= - det(Ala"'vATla"'vAs A
= — det(A) =sgn(o)det(A).

1977

Supposons que p > 1 et le résultat est vrai pour p — 1. Posant 7 = (r181) -+ (rp—15p—1), on a 0 = 7(r5,) €t

det(a . A) = det(AT(l) o 'AT(sp) ce A‘r('r'p) ce Ar(n))
= —det(Arq) - A,y Arisy) o Arn)
—det(7 - A) = —sgn(7) det(A) = sgn(o) det(A).

Ceci acheve la démonstration.

7.2.12. Théoréme. Si A, B € M, (K), alors det(AB) = det(A) det(B).
Démonstration. Partagéns A = (Ai,...,Ay) en colonnes et écrivons B = (b;j)nxn. Alors

AB = (A1,..., An) - (bij)nxn = (ZzzlAilbm, e 7Zjn:1Ainbinn) :
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Il suit du lemme 7.2.7 que

det(AB) Z Z i by det(Aig, o Ay,

11—

Si 41,...,4, ne sont pas distincts, alors det(A;,,...,A;, ) = 0x. De autre coté, iy,...,i, sont distincts s,
et seulement si, il existe o € S, tel que i; = o(j), j=1,...,n. Ainsi
det(AB) = Y ,es, bo()a o(n) det( (1) Ao(n))
= Yoes, bo1- a(n) det(o - A4)
= desn ba(l),l te a(n) sgn(a) ( )

det(4) (X es, sgn( 0)bo(1),1 "+ bo(n),n) = det(A)det(B).

Ceci acheve la démonstration.
7.3. Expansion de Laplace

Cette section a pour but d’étudier le calcul de déterminants par induction. Soit A une matrice sur K.
Une matrice B s’appelle une sous-matrice de A si B est obtenue a partir de A en supprimant des lignes et
des colonnes. Un mineur d’ordre r de A est le déterminant d’une sous-matrice carrée d’ordre r de A.

7.3.1. Définition. Soit A € M,,(K) avec n > 2. Pour tous 1 <, j < n, on appelle (i, j)-mineur de A,
noté m;;(A), le déterminant de la sous-matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue & partir de A en supprimant la
i-ieme ligne et la j-iéme colonne. En outre, ¢;;(A) = (—1)""/m;;(A) s’appelle (i, j)-cofacteur de A.

Remarque. Soient A, B € M,,(K). Si A, B ont les mémes lignes sauf la r-ieme, alors m,;(A) = m,;(B)
et ¢r;(A) = ¢;(B), pour tout 1 < j < n. De méme, si A, B ont les mémes colonnes sauf la s-ieme, alors
ms(A) = mis(B) et ¢is(A) = ¢;s(B), pour tout 1 < i < n.

7.3.2. Lemme. Soit A = (a;;) € M, (K). Sila n-iéme ligne de A est de la forme (0,...,0, a,y), alors
det(A) = annmpn(4A).

Démonstration. Posons M = (aij)(mn—1)x(n-1)- Alors mu,(A) = det(M). Posons G = {o €
Sn | o(n) = n}. On peut identifier G avec S,_1. Si o € S,\G, alors o(n) < n, et donc a, ;) = 0.
Ainsi ay 5(1) - Gp,o(n) = 0. Ceci nous donne

det(A) = deG Sgn(a)aa(l)l * Qo (n)n + ZUESTL\G Sgn(a)aa(l)l * Qo (n)n
= deG Sgn(a)aa(l)l * Qo (n—1),n—10nn = Qnn deg&hl Sgn(a)aa(l)l Qo (n—1),n—1
= appdet(M) = anpmpn(A).

La preuve s’achéve.

7.3.3. Corollaire. Soit A = (a;;) € M, (K). Silai-ieme ligne de A est de la forme (0,...,0, a;;,0,...,0),
alors det(A) = aijcij(A).

Démonstration. Soit B la matrice obtenue a partir de A par n—i échanges de lignes L; <> L;11, L1 <
Liyo,...,Lp_1 < Ly, et n—j échanges de colonnes C; < Cjy1, Cj41 < Cjta, ..., Cph_q1 < Cp. On voit que
la n-ieme ligne de B est (0,...,0,a;;) et mpn(B) = m;;(A). D’apres le lemme 7.2.12, det(B) = a;;m;;(B) =
a;;m;i;j(A). En outre, d’apres la proposition 7.2.5, det(B) = (—1)"~“*"~Jdet(A). Par conséquent,

det(A) = (—1)i+jdet(B) = aij(—l)i"'jmij(A) = aijcz-j(A).
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Ceci acheve la démonstration.

7.3.4. Expansion de Laplace. Si A = (a;;) € M, (K) avec n > 2, alors

det(A) = apncia(A)+ -+ aipmcin(4), développement suivant la i-éme ligne.
= ayjc1;(A)+ -+ anjcn(A), développement suivant la j-éme colonne.

Démonstration. On ne montre que la premiere égalité. Fixons un indice i avec 1 < i < n. Si A; est
la i-ieme ligne de A, alors A; = Aj1 + Ajo + -+ + A, ot A;5 = (0,...,0,a4;,0,...,0). Si B; est la matrice
obtenue a partir de A en remplagant A; par A;;, alors det(B;) = a;;c;;(B) et ¢;;(Bj) = ¢;j(A4), j=1,...,n.
D’apres le lemme 7.2.7,

det(A) = det(Bl) + -4+ det(Bn) = a1Ci1 (A) + -4 (Zq‘,nC,'n(A).
Ceci acheve la démonstration.

Le résultat suivant est tres utile dans le calcul pratique.

7.3.5. Proposition. Si A et B sont des matrices carrées sur K, alors

(1) det< ‘3 g ) — det(A) det(B): ) det( é g ) — det(A) det(B).

Démonstration. Ecrivons A = (a;j)nxn, €t posons

A C
D = .
(0 %)
Pour vérifier la premiere égalité, on dévelope det(D) suivant la premiere colonne comme suit:
N ()it
det(D) = Zi:laﬂ( 1) (D).

On procede par récurrence sur n. Sin = 1, alors A = (a11) et m;1 (D) = det(B). D’ou det(D) = ay1det(B) =
det(A)det(B). Supposons que n > 1. Pour tout 1 <¢ <mn, on a

M; Oi)

ou M;; est la sous-matrice de A obtenue en supprimant la premiere colonne et la i-iéme ligne et C; est la
sous-matrice de C obtenue en supprimant la i-iéme ligne. Ainsi m;;(A) = det(M;1), et d’apres hypothese
de récurrence, m;1 (D) = det(M;1) det(B) = m;1(A)det(B). Donc

n

det(D) = 3" ai(=1)"*" mii(4) det(B) = (Z;aﬂcﬂm)) det(B) = det(A) det(B).

Ceci acheve la démonstration.
7.4. Matrices inversibles et regle de Cramer

Dans cette section, on donne des applications de déterminant. Premierement on étudie l'inversiblité
d’une matrice carrée en terme de son déteminant. Ensuite, on donne une méthode pour calculer I'inverse
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d’une matrice inversible et applique celle-ci pour résoudre un systeme d’équations linéaires dont la matrice
des coeflicients est inversible. Enfin, on caractérise le rang d’une matrice en fonction d’ordres de ses mineurs.

7.4.1. Théoréme. Si A € M, (K), alors A est inversible si et seulement si det(A) est non nul, et dans
ce cas, det(A™1) = (det(A))~L.
Démonstration. Si A est inversible, alors AA~! = I,,. D’apres le théoreme 7.2.12,

det(A)det(A™1) = det(A- A™Y) = det(1,,) = 1.

Donc det(A) # 0 et det(A~1) = (det(A))~L.

Réciproquement, si A est non inversible, alors les colonnes A1, - - - , A,, de A sont linéairement dépendantes.
Ainsi, il existe un 1 < j < n tel que 4; = Z#j a;A;, a; € K. D’apres le théoreme 7.2.9 et le corollaire
7.2.8, on a

det(A) = det(A1 "'Ajfl,Aj — Zz;ﬁ] aiAi,Aj+1,"' 7An)
= det(A1 cee Aj_l, O, Aj+1, cee ,An) =0.

Ceci achéve la démonstration.

7.4.2. Corollaire. Soient A, B € M, (K). Si AB = I, alors A est inversible et A~! = B.

Démonstration. Comme 1 = det(l,,) = det(AB) = det(A)det(B), on a det(A) # 0. D’apres le
théoréme 4.1, A est inversible. Or B =1-B = (A7'A)B = A7Y(AB) = A=' . I = A7L. Ceci acheve la
démonstration.

7.4.3. Définition. Soit A € M, (K) avec n > 2. La matrice carrée d’ordre n dont le (¢, j)-terme est
le (i,j)-cofacteur de A s’appelle la matrice des cofacteurs de A, notée cof(A). En outre, la transposée de
cof (A) s’appelle la matrice adjointe de A, notée adj(A).

7.4.4. Proposition. Si A = (a;;) € M,(K) avec n > 2, alors
A-adj(A) = adj(A) - A = det(A) - I,,.
Démonstration. Posons A - adj(A) = (dij)nxn, ot

¢j1(4)
dij = (a1 - ain) : = a;1¢j1(A) + -+ + aimcjn(A).
¢jn(A)

D’apres le théoreme 7.3.4, on a d;; = det(A), pour tout ¢ < ¢ < n. Maintenant, on se fixe i,; avec i # j.
Soit B la matrice obtenue a partir de A en remplagant la j-iéme ligne par la i-ieme ligne. Comme A, B ont
les mémes lignes sauf la j-ieme, ¢;i(B) = cji(A) pour tout 1 < k < n. Comme B a deux lignes identiques,
det(B) = 0. En développant det(B) suivant la j-iéme ligne de B qui est (a;1, - - aipn), on obtient

0= det(B) = aﬂcjl(B) + -4 aiann(B) = aﬂcjl(A) + -4 aiann(A).

D’ou, d;; = 0 lorsque i # j. Clest-a-dire, A - adj(A) = det(A) - I,,. De méme, on peut montrer que
adj(A) - A = det(A) - I,,. Ceci acheve la démonstration.

7.4.5. Théoréme. Soit A € M, (K) avec n > 2. Si A est inversible, alors

A™! = (det(A) "t adj(A).
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Démonstration. D’apres la proposition 7.4.4, on a

A-adj(A) = adj(A) - A = det(A) - L,.

Si A est inversible, alors det(A) # 0. Ainsi
A((det(A))"tadj(A)) = (det(A)) " (Aadj(A)) = (det(A)) 'det(A) I = 1.
Dot, A7! = (det(A))~tadj(A). Ceci achéve la démonstration.

Remarque. La formule donnée dans le théoreme 7.4.5 pour le calcul de I'inverse d’une matrice inversible
s’appelle la méthode des cofacteurs.

Exemple. Supposons que la matrice

est inversible. Trouver 'inverse de A.

Solution. Par hypothese, det(A) = ad — bec # 0. D’aprés la méthode de cofacteurs,
Al — 1 i1 C21 ) _ 1 d —b
ad —bc \ cia ca9 ad—bc\ —c a )

7.4.6. Régle de Cramer. Soit AX = B un systeme d’équations linéaires avec A inversible. Pour tout

1 < j < n, soit A; la matrice obtenue a partir de A en remplacant la j-iéme colonne par B. Alors la seule
solution de ce systéme est donnée par

det(Aj) 3
P = =1,2,...,n.
x] det(A) ) .] » < 7n’

Démonstration. Pour tout 1 < j < n, comme A et A; ont les mémes colonnes sauf la j-ieme, on a
¢ij(A) = ¢ij(4;),i=1,2,...,n. Posons B = (b;)nx1. Alors la seule solution du systeme est

T b1 c11(4) ean(4) - en(4) by
vy | o bo ! c12(A)  caa(A) -+ cna(A) ba
: det(A) : R : :
Tn b, cin(A) con(4) -+ can(4) bn

Par conséquent, pour tout 1 < j < n,

oo be(A) 4+ bacn(A)  breyi(Ay) + - 4 bucny(A;) _ det(4;)

=

det(A) det(A) ~ det(A)

Ceci acheéve la démonstration.

Pour conclure cette section, on étudiera le rang d’une matrice en fonction de ses mineurs non nuls.
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7.4.7. Lemme. Soit A = (a;j)mxn une matrice sur K. Si les colonnes de A sont linéairement
indépendantes, alors A a une sous-matrice inversible d’ordre n.

Démonstration. Soient {Cy,---,Cy} les colonnes et {L1,..., Ly} les lignes de A. Si {Cy,---,Cp} est
libre, alors elle est une base de C(A). En particulier, dimC(A) = n, et donc dim£L(A) = n. Ainsi £(A) a une

base {L;,, Li,, -, L;, } avec 1 <iy < ig, - < i, <m. Or
Qi1 Qg2 0 Gigp
B iy 1 Ain2 0 Qign
i, 1 Qi,2 *° Qi,n

est une sous-matrice carrée de A d’ordre n, qui est inversible puisque les lignes sont linéairement indépendantes.
Ceci acheve la démonstration.

Le résultat suivant dit que le rang d’une matrice est égal 4 ’ordre maximal de ses mineurs non nuls.

7.4.8. Théoréme. Soient A une matrice non nulle sur K et r un entier positif. Alors rg(A) = r si, et
seulement si, A admet un mineur non nul d’ordre r et tous ses mineurs d’ordre > r sont nuls.

Démonstration. Considérons C(A) =< Ai,..., A, > de A, ou A; est la j-ieme colonne de A, j =
1,...,n. Supposons que rg(A) = r. Alors {A;,...,A,} contient une base {A4;,,...,4; } de C(4). Or
A= (Ajl o
lemme 7.4.7, A’ a une sous-matrice inversible B d’ordre r. Remarquons B est aussi une sous-matrice de A.
Ainsi det(B) est un mineur non nul de A d’ordre 7.

- Aj,) est une sous-matrice de A dont les colonnes sont linéiarement indépendantes. D’apres le

En outre, soit C' = (C4, ---, Cs) une sous-matrice carrée d’ordre s de A avec s > r. Alors il existe des
indices k1,..., ks avec 1 < kj <--- < ks < n tels que C est obtenue & partir de la matrice (Ag, --- Ag,) en
supprimant m—s lignes. Comme s > r, on voit que {Ag,, - - , Ak, } est liée. Il en de méme pour {C1,...,C;}.

Ainsi C est non inversible, et donc det(C) = 0. Ceci montre la nécessité.

Réciproquement supposons qu’il existe un mineur non nul d’ordre r de A et tous les mineurs d’ordre > r
de A sont nuls. Supposons que rg(A) = t. D’apres la nécessité, A admet un mineur non nul d’ordre ¢, et
donc t < r. En outre, comme tout mineur de A d’ordre > ¢ est nul, on a r < t¢. Donc t = r. Ceci acheve la
démonstration.

Remarque. Si A = diag{ai,...,a,}, alors rg(A) est égal au nombre des termes diagonaux non nuls.

7.5. Exercices

1. Soient n > 2 et {o1,...,0m} les n-permutations paires. Montrer que si (ab) est une transposition,

alors {(ab)oy, ..., (ab)o,} sont les n-permutations impaires. En déduire que m = %’

2. Décomposer la permutation suivante en produit de transpositions:

1 2 3 45 6 7 8 9
7542619 3 8)
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10.

Soit A = (a;j)6x¢ une matrice carrée d’ordre 6. Dans chacun des cas suivants, déterminer si le terme
apparait dans le déterminant de A ou non; et si oui, trouver son signe.

(1)  a36a54013042a65021;
(2) ap2026a43011a54035;

(3)  assa13a51024G46a63-

Pour toute A = (ai;)nxn € Mpn(C), on définit A = (@ij)nxn, appelé le conjugué de A. On dit que A
est hermitienne si A = AT.

(1) Montrer que det(A) = det(A).

(2) Si A est hermitienne, montrer que det(A) est réel.

Soit w une racine cubique de 'unité. Calculer les déterminants sur C suivants:

1 1 w 1 1 1
(1) 1 1 W2, (2) 1 w w?
wow 1 1 W w
Calculer les déterminants sur Q suivants:
31 1 1 1 1 0 1 2
131 1 1 0 11 3
(1) 11 3 1/ (2) 1 1 0 1 -1
111 3 0 -1 1 1 0
2 1 -1 1 0
Calculer les déterminants sur Zs suivants:
2 011 13113
0 2 1 1
(1) , (2) 1 2 3 1 4
1 1 2 0
111 2 0 2 1 1 2
31 010
. Pour quelles valeurs rationnelles de A, le déterminant suivant est nul?
A—2 1
1 A—2
1 1 A—2
Montrer que
ta1 + b1 tb1 +c1 tCl + aq a1 b1 C1
tag + b2 tbQ + co th + aso = (tS + 1) a9 b2 C2
ta3 + bd tbd +c3 th + as as bd C3

Pour quelle valeur de n, la fonction du déterminant
det : M, (K) — K : A+ det(A),

est-elle une forme linéaire sur le K-espace vectoriel M, (K)?
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11. Calculer le déterminant suivant:

Ap Ap—1 Qp—_2 QApn_3 -*** al agp
-1 T 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
A, = 0 0 -1 x 0 0
0 0 0 0 z 0
0 0 0 0 -1

21 0 --- 0 0 o1 1 --- 1

1 1 0 0 1 0 1

0 1 2 0 0 1 1 0 1
M N )

0 0 O 1 1 1 1 1

0 0 O 1 2 1 1 1 1 0

13. Soit n > 2. Calculer le déterminant suivant:
al*ﬂl ap—fB2 - al*ﬂn

ar—p1 as—PF2 -+ ar— P
A, =

an_ﬁl an_ﬁQ an_ﬁn
(Indication: Effectuer premierement 'opération C; — Cy et ensuite 'opération Co — Cs3.)

14. Soit n > 2 un entier. Montrer, a I'aide du déterminant de Vandermonde, que

2 n
22 n? |- i<k<n k!
1 2n—1 nn—l

15. Montrer que ’application
T:Rplz] = R": f — (f(0), f(1),..., f(n—1))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels réels. Indication: Utiliser le déterminant de Vandemonde
pour vérifier la surjectivité de T'.

16. Calculer le déterminant de la matrice réelle suivante:

s

I
Q Q2 2
(SRS SRS <}
o o o
QU o o2

Pour quelles valeurs de a, b, c,d € R, la matrice A est-elle inversible?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Considérer la matrice suivante:

0 a 0 b

a 0 b O
A:

0 ¢ 0 d

c 0 d O

Pour quelles valeurs de a, b, ¢ et d, la matrice A est-elle inversible?
Pour quelles valeurs de a, la famille
{(0,4a,0,0), (1,0,—1,0), (0,-1,0,1+a), (1,0,2,—1)},
est-elle une base de R*?
Soient a,b € K. Calculer le déterminant de la matrice carrée d’ordre n suivante:
a b b b
b a b b
A=
bbb oa
Pour quelles valeurs de a et b, la matrice A, est-elle inversible?

Considérer une matrice de Vandermonde suivante:

al az P an
2 2 2
Vn _ ay a3 e ol
n—1 n—1 n—1
al a2 ... an

Trouver la condition pour que V,, soit inversible.

Montrer, pour tout a € R, que la matrice

1 1 o -1
-1 1 1 «

est inversible et trouver A~'. Indication: Calculer AAT.
Montrer qu’une matrice complexe antisymétrique d’ordre impaire est non inversible.

Soient A et B deux matrices carrées de méme type. Montrer que si AB est inversible, alors A et B
sont toutes inversibles.
Pour quelles valeurs réelles de a, la matrice suivante est inversible?

1 1 1
A= 1 2 4
1 3 a
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25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Si A, B sont des matrices carrées sur K, montrer qu'une matrice partagée

(3 5)

est inversible si et seulement si A et B sont toutes inversibles, et dans ce cas,

A Cc\ ' [ At —ACB
0 B RN B! '
Trouver linverse de la matrice suivante par la méthode des cofacteurs.

3+1 -1 0
—6 0 1+
0 4+ 5

Soit A € M, (K) avec n > 2. Montrer que det(adj(A)) = (det(A))" 1. En déduire que A est inversible
si, et seulement si, adj(A) est inversible.

Soient A, B € My(K). Si det(B) = 1, montrer que tr(A)tr(B) = tr(AB) + tr(AB~1).
Soit A une matrice carrée sur Z. Montrer que A est inversible sur Z si, et seulement si, det(A) = 1.

Résoudre le systéeme suivant par la régle de Cramer.

(1) xcosf — ysinfd = a
xsinf + ycosf = b.
(2) 3rx — y 4+ 2z = a
—r + 2y — 3z =
2c + 2y + z = c

Discuter pour quelles valeurs de a € R, le systéme suivant admet une seule solution, et dans ce cas
trouver celle-ci en utilisant la regle de Cramer.

x + y + (1-20)z = 2(1+4+a)
I+a)z — (14+a0)y + (24+a)z = 0
2r — 20y + 3z = 2(1+a).
Considérer la matrice réelle comme suit:
a 2 -1 b
A= 3 0 1 —4
5 4 -1 2

Mountrer que rg(A) > 2. Pour quelles valeurs de a et b, a-t-on rg(A4) = 27
Si A € M, (K) est inversible, montrer qu'’il existe une sous-matrice inversible d’ordre n — 1 de A.

Soit A € My, xn(K). Montrer que rg(A) = r si, et seulement si, il existe un mineur non nul d’ordre r
de A et tout mineur d’ordre r + 1 de A est nul.

Si B est une sous-matrice d’une matrice A sur K, montrer que rg(B) < rg(A).
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36. Montrer que la matrice suivante est de rang plus grand ou égal a n — 1:

A 10 0 0
0 X 1 0 0
0 0 Xs 0 0
0 0 0 Anog 1
0 0 0 0 An
Pour quelles valeurs de Ay, ---, A\, la matrice, est-elle inversible?

37



Chapitre VIII: Réductions des endomorphismes

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie. L’objet
de ce chapitre est de trouver une base de E dans laquelle la matrice d’'un endomorphisme de E est la plus
simple possible. D’apres le théoreme 5.4.4 et la proposition 5.4.7, le probleme est équivalent a celui-ci de
trouver une matrice la plus simple semblable a une matrice carrée donnée. On discutera premierement la
diagonalisation et ensuite la forme de Jordan de matrices carrées.

8.1. Valeurs propres et vecteurs propres

D’abord, supposons qu’il existe une base {u1, ..., u,} de E dans laquelle la matrice de T est diag{ A1, ..., \n},
c’est-a-dire, T'(u;) = Aju;,4 = 1,...,n. Cette observation conduit & la définition suivante.

8.1.1. Définition. (1) Soit 7' € End(FE). On dit que Ao € K est valeur propre de T 8’1l existe un vecteur
non nul ug € E tel que T(ug) = Aup. Dans ce cas, ug s’appelle un vecteur propre de T associé a A.

(2) Soit A € M, (K). On dit que \g € K est valeur propre de A s'il existe un vecteur non nul ug € K™
tel que Aug = Aoug. Dans ce cas, ug s’appelle un vecteur propre de A associé a Ag.

Exemple. (1) Comme 1g(ug) = ug pour tout ug € E, on voit que 1 est une valeur propre de 1g et tout
vecteur non nul de F est un vecteur propre de 1z associé a 1.

(2) Considérons la rotation py du plan d’angle 6 avec 6 # km pour tout k € Z. Alors aucun vecteur non
nul du plan n’est transformé par py en un multiple de lui-méme. Donc py n’a pas de vecteurs propres dans
ce cas.

8.1.2. Proposition. Soit {u1,...,u,} une base de E. Soient T' € End(E) et A = [Ty, .. u,}- Alors
Ao € K est une valeur propre de T si et seulement si Ay est une valeur de A, et dans ce cas, ug € F est un
vecteur propre de T associé a g si et seulement si ng“,_“7un} est un vecteur propre de A associé a Ag.

Démonstration. Soient \g € K et ug € E. Alors )y est une valeur propre de T et ug est un vecteur

propre asscoicé & Ao si et seulement si ug # 0 et T(ug) = Agug si et seulement si P{;‘f}u} # 0 et

pifwel} . pllowl} g ot seulement si P{{:f} wn} # 0 et AP{u"%” un} = /\OP{U"}_' uny S et seulement

{ut,...;un} = 7 {ur,...,un}t {u1, {u1,.
si Ag est une valeur propre de A et } est un vecteur propre de A associé a A\g. Ceci acheve la
démonstration.

P{HO}

8.1.3. Définition. (1) On dit que T € End(FE) est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
la matrice de T est diagonale.

(2) On dit que A € M, (K) est diagonalisable sur K s'il existe une matrice inversible P € M, (K) telle
que P71 AP est diagonale.

8.1.4. Théoréme. Soit {ui,...,u,} une base de E. Soient T' € End(E) et A = [T Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) T est diagonalisable.

(2) T admet n vecteurs propres linéairement indépendants.
(3) A est diagonalisable sur K.
(4)

4) A admet n vecteurs propres linéairement indépendants dans K ().

{ut,eyun }e
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Démonstration. Supposons que T est diagonalisable. Alors il existe une base {v1,...,v,} de E telle
que [Ty, ... .0,y = diag{A1,..., Ay}, clest-a-dire, T'(v;) = A\jvy, i = 1,...,n. Ainsi vy, ..., v, sont n vecteurs
propres linéairement indépendants de T'. Ceci montre que (1) implique (2).

Ensuite, supposons que v1, . .., v, sont n vecteurs propres linéairement indépendants de T'. Alors T'(v;) =
Aivi, A € K, @ =1,--- ,n. Comme dim(E) = n, on voit que {v1,...,v,} est une base de F telle que
Ttvr,....ony = diag{A1,..., Ay}, Soit P la matrice de passage de {uy,...,un} vers {vi,...,v,}. Alors
P71AP = diag{\1,...,\n}, c’est-a-dire, A est diagonalisable sur K. Ceci montre que (2) implique (3).

Supposons que A est diagonalisable sur K. Alors il existe P € M, (K) inversible telle que P"1AP =
diag{A1,..., A\n}. Clest-a-dire, AP = Pdiag{\1,...,\,}. Partagéons P = (Py,...,P,) en colonnes. Alors
(APy,--- ,AP,) = (MP1, -, \pPy). Do, AP, = \;P;, i = 1,...,n. Donc Py,---, P, sont n vecteur
propres de A, qui sont linéairement indépendants puisque P est inversible. Ceci montre que (3) implique
(4).

Enfin, supposons que A a n vecteurs propres linéairement indépendants P, ..., P, dans K. Alors
AP, = NP, \; e K,i=1,...,n. Or P = (P, -, P,) est inversible telle que AP = Pdiag{\1, -, }.
Clest-a-dire, P71 AP = diag{\1, ..., A\n}. Posons (v1,---v,) = (u1,...,u,)P. Alors {vy,---v,} est une base
de E, et la matrice de passage de {uy,...,u,} vers {vy,...,v,} est P. Ainsi

Tgor,ont = PlTus . upy P~ = P71 AP = diag{A1,..., A}
Ceci montre que (4) implique (1). La preuve s’achéve.

D’apres les résultats précédents, il suffit d’étudier la diagonalisation de matrices carrées. Ceci consiste a
trouver les valeurs propres et des vecteurs propres associés. Pour trouver les valeurs propres, on introduira
le polynoéme caractéristique d’une matrice carrée. Pour ce faire, on désigne par k[\] le K-espace vectoriel
des polynémes sur K en indéterminée A. Remarquons que K[\] est muni d’une multiplication qui satisfont
& tous les axiomes d’un corps sauf qu'un polynéme non constant n’a aucun inverse dans K[A]. Maintenant,
on généralise la notion du déterminant de matrices carrées sur K aux matrices carrées sur K[A].

8.1.5. Définition. Soit A(N\) = (a;;(A))nxn, o0t a;;(A) € K[A]. On définit

det(A(N)) = ZUESR sgn(0) a1.01)(A) - - p.o(my(N) € K[A].

Remarque. Toutes les propriétés du déterminant de matrices carrées sur K énoncées dans le chapitre
VII demeurent valides pour le déterminant de matrices carrées sur K[\]. Cependant, il est interdit d’effectuer
les opérations comme L; + ﬁLJ— ou C; + ﬁCj avec f(\) non constant, parce que ﬁ g K[\

8.1.6. Définition. Soit A € M, (K). Le polynéme
Xa(A) =det(4A — \I,)
s’appelle polynéome caractéristique de A.
8.1.7. Proposition. Si A € M, (K), alors
xa(A) = (=1)"A" 4+ (=1)" Hr(A)A" T+ a2 + -+ a1 A + det(A), a; € K.

Démonstration. Si A = (a;j)nxn, alors A— I, = (a;;(X))
et a;;(A\) = a,5, pour tous ¢ # j. D’apres la définition, on a

XaQ) =3 o sen(0) 010 (A) ol (V)-

olt a;;(A) = a;; — A\, pour tout 1 <i<mn

nxn’
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Si o € S, est non identité, alors o(r) # r pour un certain 1 < r < n. Posant s = o(r), alors o(s) # s.
Ainsi ana(r)(/\) = Gy o(r) €t CLS,U(S)(/\) = Qs,5(s)- D’ou, alﬁ(l)()\) . "an,a(n)(A) est de degré < n — 2. Ainsi
(@11 — A) - -+ (@nn — ) est le seul terme de y4(\) qui contient \™ et A\~ dont les coefficients sont (—1)" et
(—=1)""1tr(A), respectivement. Par conséquent,

XA = (=D A" + (=D Hr(ADA" F N2 - ap A Fay, a; € K.
Enfin, a,, = xa(0) = det(A —0-I,,) = det(A). Ceci acheve la preuve.

8.1.8. Lemme. Si A, B € M, (K) sont semblables, alors x4(A\) = x5(}).
Démonstration. Soit P inversible telle que B = P~'AP. Or

[oB

det(B — A,) = det A—\I,)P)

(P~

det(P~1) det(A — \I,,) det(P)
(P=)
(

|
w'“U

det(P~1) det(P) det(A — AI,,)
= det(A—-)\I,).

Ceci acheve la démonstration.

8.1.9. Proposition. Soient A € M, (K) et \g € K. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Ao est une valeur propre de A.

(2) rg (A — XoI,) <m

(3) Ao est racine de xa(A).

Démonstration. La valeur )\ est une valeur propre de A si, et seulement si, il existe ug € K™ non
nul tel que Aug = Aug = (Aoln)uo si, et seulement si, (A — Aol )up = 0 avec up non nul si, et seulement si,
le systéeme homogene (A — A\ol,) X = 0 admet une solution non nulle si, et seulement si, rg(A — M\ol,) < n
si, et seulement si, det(A — \oI,,) = 0, c’est-a-dire, xa(Ag) = 0. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. (1) Comme x4 (A) est de degré n, A admet au plus n valeurs propres.
(2) La matrice A — M\oI,, s’appelle matrice caractéristique de A associée a Ag.

Exemple. Si D = diag{\1,..., A}, alors xp(A) = (A1 = A) -+ (A, — A). D’on, les valeurs propres de D
sont A\i,..., A\n.

8.1.10. Définition. Soit Ay une valeur propre de A. Comme A — \g divise x4 (), on appelle multiplicité
algébrique de Mg, notée ma (), le plus grand exposant r tel que (A — Ag)" divise xa(A).

Remarque. D’apres la définition, ma (M) = r si et seulement si x4 (A) = (A—Xo)"f(N) avec f(A) € K[\
tel que f(Ao) # 0.

Le résultat suivant est trivial.

8.1.11. Proposition. Soit A € M,,(K) dont Ag est une valeur propre.

(1) Un vecteur ug € K (") est un vecteur propre de A associé & \g si, et seulement si, ug est une solution
non nulle du systéme homogene (A — \gI,,) X = 0.

(2) KM (A, X)) = {u € K™ | Au = \u} est I’espace-solution du systéme homgogene (A — A\g)X = 0,
qui s’appelle ’espace propre de A associé a Ag.
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Remarque. D’aprés la proposition 8.1.11(2), dim(K () (A, \g)) est le nombre maximal de vecteurs
propres linéairement indépendants de A associés & \g, appelé multiplicité géométrique de Mg et noté mg (Ag).
Rappelons que mg(Ag) =n — rg(A — Aoly).

Le résultat suivant nous dit la relation entre la multiplicité algébrique et la multiplicité géométrique de
valeur propre.

8.1.12. Théoréme. Soit A € M, (K). Si Ag est une valeur propre de A, alors mg (Ag) < ma (Ag).
Démonstration. Soit 7 : K™ — K™ : 4 — Au. Alors A est la matrice de T' dans la base canonique

de K. Si mg(\o) = r, alors K™ (A, \) a une base {u1,...,u,}. Cette derniere se prolonge en une base
{ug, o Uy Upg 1y - -y Uy} de K. Pour tout 1 < j <7, onaT(u;) = Auj = \gu;. Pour tout 7 < j < n, on
a

T(’U,]) = aljul + -4 a»,‘j'l.l/r + ar+1_jur+1 + - 4 an]—un, aij S K

D’ou,
XA o0 0 arppr 0 amm
[T] _ 0 e )\O Qpr41 T Qrn _ ( )\OI’I“ C )
UL yee oy, Up  Up41;.--y Uny — - :
n + ! 0 o 0 Qryir+1 " Qr41,n 0 B
O ... 0 a,n,r+1 .. ann

D’apres le théoreme 5.4.4 et le lemme 8.1.8, on a

B ol — M, C - )
) =der (28 SAT S ) - 0,

Par conséquent, ma (Ag) > r =mg (Ag). Ceci acheve la démonstration.
Remarque. Si ma(\g) = 1, alors mg (Ag) = ma (Ag) = 1.
8.1.11. Théoréme. Soit A € M,,(K). Si A1,..., A sont des valeurs propres distinctes de A, alors
S KMAN) = G, KM(A,N).

Par conséquent, si U; est une famille libre de vecteurs propres de A associés a \;, alors Uy U- - - UU,. est libre.

Démonstration. Le résultat est trivial si » = 1. Supposons que r > 1 et le résultat est vrai pour
r — 1, c’est-a-dire, Z:;ll K™M(AN) = EB:;llK(") (A, \). Soit ug + -+ +up_y +u, =0, u; € KMW(AN).
Multipliant par A, et par A respectivement, on obtient

Aoty F - F U1 H Apu =0 et Aur + -+ A1t + A = 0.

Ainsi (A, — A\)ug + -+ (A — Ar—1)upr—1 = 0. Par hypothese de récurrence, (A, — A\;)u; = 0 pour tout
1 <i<r. Ainsi u; = 0 car A, — A; # 0 pour tout 1 < i < r. Donc u, = 0. Ceci montre que la somme
S KM (A, \;) est directe. La preuve s’achéve.

8.2. Diagonalisation

41



Cette section a pour but de discuter quand et comment on peut diagonaliser une matrice carrée et un
endomorphisme. On commence par un lemme qui suit du Théoreme 7.4.8.

8.2.1. Lemme. Le rang d’'une matrice diagonale est égal au nombre de termes diagonaux non nuls.

8.2.2. Lemme. Soit A une matrice semblable & D = diag{\1,..., A\ }.

(1) xa(A) = (A1 =A) - (A — A). Par conséquent, Aq, ..., A, sont les valeurs propres de A, en comptant
les multiplicités algébriques.

(2) mg (\;) =ma(N\;),i=1,---,n.

Démonstartion. D’abord, x4(\) = xp(A\) =det(D — AL,) = (A1 — A) -+ (A, — A), par le lemme 8.1.8.
En conséquence, ma (X)) = #{j | 1 < j <n, A\; = A}, pour tout 1 < ¢ < n. D’autre part, comme A est
semblable & D, on a (A — \;I,,) est semblable & D — \;I,,. En particulier, rg (A — \;1I,,) = rg (D — \;I,). Par
conséquent,

mg (\;) =n—rg(A—NI,) =n—rg(diag{r\1 — A\i, ..., A — N }),

ce qui est égal au nombre de termes diagonaux nuls de diag{A; — A;,..., A\, — \;}, c’est-a-dire, le nombre
d’indices j avec 1 < j < n tel que A\; = A\;. Donc mg (\;) = ma (\;). Ceci acheve la démonstration.

On dit que f(\) € K[| est scindé sur K si f(\) se factorise en produit de facteurs linéaires sur K. For
example, A2 + 1 n’est pas scindé sur R, mais il est scindé sur C. En effet, tout polynéme sur C est scindé
sur C.

8.2.3. Théoréme. Une matrice A € M, (K) est diagonalisable sur K si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites.

(1) Le polyndme caractéristique y 4(\) est scindé sur K.

(2) Pour toute valeur propre Ag de A, mg (X\g) = ma (Ag).

Démonstration. La nécessité suit du lemme 8.2.2. Pour montrer la suffisance, on suppose que les deux
conditions sont satisfaites. Alors ya(A\) = (A1 =)™ -+ (A, —A)"™ avec A1, -+, A\ € K deux a deux distincts
et n; > 0. Ainsi Aq,..., A\, sont les valeurs propres distinctes de A. De plus, pour tout 1 < i < r, on a
mg(A;) = ma()\;) = n;, et donc on peut trouver une famille libre B; de n; vecteurs propres de A associés & A;,
i=1,---,r. D’apres le théoréeme 8.1.11, By U- - -U B,. est une famille libre de vecteurs propres de A. Comme
|B| = >_i_, n; = n, d’apres le théoréme 8.1.4(4), A est diagonalisable sur K. Ceci achéve la démonstration.

8.2.4. Corollaire. Soit A € M, (K). Si xa(A) = (A —A)---(Ay — A) avec Ay, ..., A, € K deux & deux
distincts, alors A est diagonalisable sur K.

Démonstration. Comme Aq, ..., A, sont deux & deux dinstincts, ma (A;) = 1, et donc mg(A;) = ma(\;)
pour tout 1 <4 < n. D’apres le théoreme 8.4.3, A est diagonalisable. Ceci acheéve la démonstration.

8.2.5. Procédé de la diagonalisation d’une matrice carrée A d’ordre n.
(1) Calculer le polynéme caractéristique x4 (A) = det(A — AI,).
(2) Si xa(A) n’est pas scindé sur K, alors A n’est pas diagonalisable sur K.
(3) Sioui, écrire xa(A) = (A1 = A)™ -+ (A, — A)™ avec Ap,..., A\, deux & deux distincts et n; > 0.
(4) Sin —rg(A— A\I,) # n; pour un certain 1 <i <r, alors A n’est pas diagonalisable sur K.
(5) Si oui, trouver une base B; de K (A, );) en résolvant le systeme (A — \;I,,)X = 0 pour tout
t=1,---,7.
(6) La matrice P formée par les vecteurs de By U - - - U B, est inversible telle que

ni Mo

. e —_——
P AP =diag{\1,.. ., A1, Amy ooy AR L
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8.2.6. Procédé de la diagonalisation d’un endomorphisme 7" de E.

(1) Choisir une base {u1,...,u,} quelconque de E et calculer A = [T](y,, . u,}-
(2) Si A est non diagonalisable sur K, alors T est non diagonalisable.

(3) Si oui, trouver P inversible telle que P~*AP est diagonale.

(4) Si (v, ,vn) = (u1,...,u,) P, alors {vy,...,v,} est une base de E dans laquelle la matrice de T est
P~1AP.

8.3. Polynémes annulateurs

r fois

—
Soit T € End(E). Définissons T° = 1g et T" =T --- T € End(E) pour tout r > 0. En général, on a le
définition suivante.

8.3.1. Définition. Soit f(A) =ag+ ar A+ +a. A" € K[A].
(1) Pour A € M,,(K), on pose f(A) =apl, + 1A+ -+ a.A" € M, (K).
(2) Pour T € End(E), on pose f(T) =apl+ a1T +---+a,T" € End(E).

On voit facilement que le résultat suivant est vrai.

8.3.2. Lemme. Soient A € M, (K) et T € End(FE). Pour tous f(\),g(A),h(N\) € K[A], les énoncés
suivants sont valides.

(1) Si f =g+ h, alors f(A) =g(A)+ h(A) et f(T)=g(T)+ h(T).
(2) Si f = gh, alors f(A) = g(A)h(A) et f(T) = g(T)h(T).
(3) f(A)g(A) = g(A)f(A) et f(T)g(T) = g(T)f(T).

Remarque. Considérons T'— A1 avec A\g € K. Alors Ag est une valeur propre de T si et seulement si

Ker(T — Ao1) est non nul. Dans ce cas, les vecteurs propres de T" associés & Ag sont les vecteurs non nuls de
Ker(T — Ao1).

On va premierement appliquer la diagonalisation de matrices carrées au calcul de polyndomes matriciels.

8.3.3. Proposition. Si f(A) € K[A], alors f(diag{\1,..., . }) = diag{f(A1),..., f(An)}-
Démonstration. Pour tous a, A1, ..., A\p;p1,...,un € K, 0n a
adiag{i,..., A\, } = diag{a\i,...,a\,},
diag{\1,..., A\ } + diag{pu1, ..., pn}t = diag{\; + p1,..., A\p + pn } et
diag{\1,..., A\n} - diag{p1, ..., un}t = diag{A - p1, ..., A\n - pin )

Sif(A) =iy a;\', alors

f(diag{A1, ..., A }) = Y0 a; diag{\1, ..., A\, )}
= Y pa;diag{\}, ... AL} =37 diag{a; Ai,...,a; AL}
= diag{z::() Q5 A7i7 sty Z::() ; A;,} = dlag{f()‘l)v RN f( n)}

Ceci achéve la démonstration.

8.3.4. Proposition. Soient A, B € M,(K). Si A = P 'BP, alors f(A) = P~'f(B) P, pour tout
f(\) € K[\
Démonstration. On voit que A? = (P~1BP)(P~'BP) = P 'B?P et

A3 = (P7'B?P)(P~'BP) = P 'B*P.
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En général, A* = P~'B'P, pour tout i > 0. Si f(A\) = >_I_,a;\", alors
A=) aA'=) a(P'B'P)=P(})  aB)P=P'f(B)P.
Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Si A = PBP™! alors f(A) = Pf(B) P~%.

8.3.5. Définition. Soient 7' € End(F) et A € M,,(K). Un polynéme non nul f(\) sur K s’appelle un
annulateur de T (respectivement, de A) si f(T) = 0 (respectivement, f(A) = 0).

Remarque. Tout annulateur est de degré > 1.

Exemple. (1) A — 1 est un annulateur de 1 et A est un annulateur de 0.
(2) Considérons un bloc de Jordan d’ordre n comme suit:

M 0 0O -~ 0 0 O
1 X O -~ 0 0 O
0 1 X - 0 0 O
Jn(AO) - . . . . . . . 5 )\O € K.
0 0 O 1 X O
0 0 0 01 X

nxn
On sait que (A — A\gI)™ = 0. Ainsi (A — Ag)™ est un annulateur de Jy, (Aog).

.....

8.3.6. Proposition. Soit {ui,...,u,} une base de E et soit T' € End(E). Si [Ty,

D))y = F(A) pour tout F(A) € K[, S
Démonstration. Posons f(\) = ag + a1 A + -+ + a,A". D’apres la proposition 5.3.12, [T7] = [T]* = A
pour tout ¢ > 0. D’apres la proposition 5.3.9,

uny = A, alors

[f(T)] = [aol + a7+ -+ (ITTT]
o[l +ar[T] + -+ + a,[T7]
= aoIn+a1A+"'+arAT=f(A),

8.3.7. Lemme. Soient T’ € End(E) et A la matrice de T' dans une base de E. Soient f(\) et g(A\) des
polynémes non nuls sur K.

(1) Si f(A) est un annulateur de T, alors f(\)g(\) Dest.

(2) f(A) est un annulateur de T si et seulement si f(A) est un annulateur de A.

Démonstration. (1) Posons h(A) = f(A)g(A). Si f(T) =0, alors h(T) = f(T)g(T) = 0.

(2) f(T) = 0 si et seulement si [f(T)] = 0 si et seulement si f([T]) = f(A) = 0. Ceci achéve la

démonstration.

Soient T' € End(E) et A la matrice de T’ dans une base de E. On définit le polyndme caractéristique xr(\)
de T' comme étant x 4(A). Ceci est correctement défini parce que les matrices de T' dans deux bases sont
semblables, et donc ont le méme polynome caractéristique. On montrera que le polynéme caractéristique
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est toujours un annulateur. Pour ce faire, on remarque que si A()\) est une matrice carrée d’ordre n de
polynomes sur K de degré < r, alors

AN = Ay - X"+ -+ Ay - A+ Ag, ot Ag, A, ..., A, € My (K).

8.3.8. Théoréme de Hamilton-Cayley. (1) Si A € M, (K), alors x4(A) est un annulateur de A.
(2) Si T € End(E), alors x7(\) est un annulateur de 7.
Démonstration. Posons x4(\) = Y1 a; A", olta; € K. Soit B(A) = (¢;;(N))E ., la matrice adjointe de

(A—AI), oli ¢;; () est le (i, j)-cofacteur de A—AI. Comme c;; () est de degré < n—1,ona B(\) = 2?2—01 Bi\Y,
ol B; € M,,(K). Remarquons que (4 — X\)B()\) = det(A — X)-I = xa(A)-I =37 a;I\". D’autre part,

(A=ADB(\) = (A= M)Y 15 BN = Y100 ABX = Y1) Byt
= SIS ABN - By N = ABy+ Y N(AB; — Bio)X — B \™
D'ou, agl = ABy, a;I = AB; — B;_1,i=1,...,n—1, et a,] = —B,,_1. Ceci nous donne agl = ABj,
a; A" = ATB, — A'B;_1,i=1,...,n—1, et a, A" = —A"B,,_;. Par conséquent,

Xa(A) = Y aA = ABo+ Y AMB — 1 ABi 1 — A"By
= YL ATIB - YL AIB = YT A - 3T ATIB; = 0.

Ceci montre la partie (1), et la partie (2) suit du lemme 8.3.7(2). La preuve s’achéve.

Le résultat facile suivant nous donne une autre méthode de calculer 'inverse d’une matrice inversible en
utilisant ses annulateurs.

8.3.9. Proposition. Soient A € M, (K) et f(\) = ap+aiA+ -+ a. A" un annulateur de A. Si ag # 0,
alors A est inversible et a
n

Ry S TS

ao ag ag
8.4. Polynéme minimal

Cette section a pour but de trouver les polynémes annulateurs du plus petit de degré d’une matrice carrée.
Cela nous donnera une autre condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice carrée soit diagonalisable.

Un polynéme f(A\) = ag+ a1 A+ - + a, A" sur K est dit normalisé si a, = 1.

8.4.1. Définition. Soient T' €End(FE) et A € M,,(K). Un polynéme m(\) sur K s’appelle un polynéme
minimal de T (respectivement, de A) si

(1) m(A) est normalisé,

(2) m(A) est un annulateur de T' (respectivement, de A), et

(3) le degré de m(\) est le plus petit parmi les degrés des annulateurs de T' (respectivement, de A).

Exemple. (1) A — 1 est un polynéme minimal de 1g.
(2) X est un polynéme minimal de 0 : E — E : u+— Op.

8.4.2. Proposition. Soient T' € End(E) et A € M, (K). Si m(\) est un polynéme minimal de T
(respectivement, de A), alors m(\) divise tous les annulateurs de T' (respectivement, de A) sur K.
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Démonstration. Supposons qu’il existe un annulateur f(A) de T non divisible par m(\). Alors f(\) =
m(A)q(A) +7(A), ot r(A) est non nul de degré plus petit que le degré de m(\). Or

c’est-a-dire, r(T) est un annulateur de T'. Ceci contredit la minimalité du degré de m(X). La preuve s’achéve.

8.4.3. Corollaire. Tout T € End(FE) (respectivement, A € M, (K)) admet un seul polyndéme minimal,
noté my(A) (respectivement, m4(X)).

Démonstration. Soient mj(A) et ma(A) des polynémes minimaux de 7. Il suit de la proposition 8.4.8
que ma(A) [ma(A) et my(A) | ma(N). Ainsi ma(A) = amy () avec a € K. En comparant les coeflicients, on
voit que a = 1x. Ceci acheve la démonstration.

8.4.4. Proposition. Soit T €End(FE). Si A est la matrice de T' dans une base de E, alors mp(\) =
mA()\).

Démonstration. D’apres le lemme 8.3.7(2), my(A) = 0 et ma(T) = 0. D’apres la proposition 8.4.2,
ma(A) [mr(X) et mp(N)|ma(N). Donc ma(A) = mr(X) puisque mr(A) et ma(A) sont tous normalisés.
Ceci acheve la démonstration.

Le résultat utile suivant est une autre conséquence immédiate de la proposition 8.4.2.

8.4.5. Corollaire. Soit A € M,(K). Si f(\) est un annulateur de A, alors m4()) est le facteur
normalisé de plus petit degré de f(\) qui annule A.

Exemple. Soit J,(A\g) un bloc de Jordan. On sait que (A — Ag)™ est un annulateur de J,(Ag). Donc
My, (x) = (A= Xo)" avec 1 <7 < n. Or (Jo(Ag) — Aon)" ! # 0. Donc (A — Ag)" n’est pas un annulateur
de Jn (o) pour tout 0 <7 < n. Par conséquent, mj, (x,) = (A — Xo)™.

Des maintenant, on discutera commet caractériser la diagonalisabilité en terme de polynéome minimal.

8.4.6. Lemme. Soient T € End(E) et A € M,,(K). Les valeurs propres de T (respectivement, de A)
sont les racines de mp(\) (respectivement, de m(A)) dans K.

Démonstration. D’apres le théoréme 8.3.8 et la proposition 8.4.2, m4(A)|xa(A). Ainsi les racines de
ma(A) sont des valeurs propres de A. Réciproquement, si Ay € K n’est pas une racine de my4(\), alors
ma(A) et A — Ao sont co-premiers. Ainsi il existe p(A), g(A) € K[A] tels que p(A)ma(A) + g(A) (A = Ag) = 1.
D’ou

In = q(A)(A = oln) = (A= Aoln)q(A),

c’est-a~dire, A — oI, est inversible. D’apres la proposition 8.1.9, A\ n’est pas une valeur propre de A. La
démonstration s’acheve.

8.4.7. Théoréme. Soit T € End(E) dont f(A) est un annulateur. Si f(A) = fi(A)--- f-(\) avec les
fi(M) deux & deux co-premiers, alors F se décompose comme suit :

E=Kerfi(T)® - & Kerf.(T).

Démonstration. Ecrivons f) = filg:(A), i = 1,...,r. Remarquons que le plus grand commun
diviseur de g1,---, g, est 1. Ainsi il existe p;(A\),--- ,pr(A) € K[A] tels que g1p1 + -+ + ¢g»pr = 1. Dol
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g1(T)p1(T)+- -+ g-(T)pr(T) = 1g. Pour tout u € E,on a v = 1g(u) = g1 (T)p1(T)(w)+- - -+ g-(T)pr-(T) (w).
Comme

fiM)gi(T)pi(T)(w)] = pi(T)[f(T)(w)] = p(T)(0g) = 0, i =1,...,m,

on a E =Kerfi(T)+ -+ Kerf,.(T). Supposons que uj + -+ +u, = O, on u; € Kerf;y(T), i =1,...,r.
Alors ¢;(T)(uj) = Og lorsque ¢ # j. Ainsi ¢;(T)(w;) = ¢;(T)(u1 + -+ - + u,) = Og, et donc u; = 1g(u;) =
gi(T)pi(T)(u;) = pi(T)9i(T)(u;) = 0g, i = 1,...,7. Ceci montre que E = Kerf1(T) @ --- ® Kerf,.(T). La
preuve s’acheve.

8.4.8. Théoréme. Une matrice A € M,(K) est diagonalisable sur K si et seulement si m4(\) =
A=A1) (A=) avec A1, ..., A € K deux & deux distincts. Dans ce cas, A1,..., A, € K sont les valeurs
propres distinctes de A.

Démonstration. Considérons 'endomorphisme de K-espace vectoriel K" suivant :

T:K™ 5 KMy yA.

Alors mp(X\) = ma(\) et T est diagonalisable si et selement si A est diagonalisable sur K.
Supposons que T est diagonalisable. Alors K™ a une base {u1,...,u,} telle que T'(u;) = \jui, A\; €
K, i=1,...,n. On suppose que Aq,..., . avec r < n sont deux & deux distincts tels que {A1,..., \.} =
{A1,.. ., An}. Posons m(A) = (A — A1) --- (A — Ap). D’apres le lemme 8.4.6, m(\) | mp(A). D’autre part, on
se fixe un indice quelconque i avec 1 < ¢ < n. Remarquons T'(u;) = Aju;, c’est-a-dire, (T' — A\;1)(w;) = Op,
pour un certain 1 < j < r. Dou m(T)(u;) = 0g. Comme {uy,...,u,} est une base, m(T) = 0. Donc
mr(A) | m(A). Ainsi mp(X) = m(A).

Réciproquement supposons que mp(A) = (A — A1) (A — A, ot A1,...,\. € K sont deux & deux
distincts. Alors A — A1,..., A — A, sont deux & deux co-premiers. Donc

K™ = Ker(T — 1)@ - @ Ker(T — A\ 1).

Remarquons que Aq,..., A, sont les valeurs propres de T. Donc Ker(T — \;1) # 0, pour tout 1 < i < r.
Prenons une base B; de Ker(T — A\;1). Alors B U- - -U B, est une base de K™ ce qui est formée de vecteurs
propres de T. Donc T est diagonalisable. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Soit .J,,(Ag) un bloc de Jordan. On sait que m j, (r,) = (A — Xo)". Donc J,,(Ag) est diagonal-
isable si et seulement si n = 1.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréeme précédent.

8.4.9. Corollaire. Si A € M,,(K)) admet un annulateur f(A) = (A—=X1) - (A=A,) avec A1,..., A € K
deux a deux distincts, alors A est diagonalisable.

8.5. Formes de Jordan

Partout dans cette section, on se fixe T" un endomorphisme de E.

8.5.1. Définition. Un sous-espace F' de E est dit stable par T' (ou brievement, T-stable) si T(F) C F
(c’est-a-dire, T'(u) € F pour tout u € F). Dans ce cas, T'|p : F — F : u — T(u) est un endomorphisme de
F, noté encore T
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Exemple. (1) E et {0g} sont T-stables.
(2) Soit w € E non nul. Alors u est un vecteur propre de T si et seulement si < u > est T-stable.
(3) Soit f(A) € K[A]. Alors Kerf(T') est T-stable. En effet, pour tout u € Ker f(T),

FI(T(w)) = (fF(T)T)(u) = (TH(T))(w) =T(f(T)(u)) = T(0p) = Op.
Donc T'(u) €Ker f(T).

(4) Considérons
T:R* = RY: (21,20, 73, 4) = (221 — 2o, 21 + T2, 5z — 42y, 323 + 324).

Alors Fy = {(z1,22,0,0) | z1,22 € R} est T-stable. En effet, si v = (x1,22,0,0) € Fy, alors T'(u) =
(2£E1 — To,x1 + $2,070) € Fi.

De méme fagon, on voit que Fy = {(0,0, z3,24) | 3, 24 € R} est T-stable; mais que F3 = (0, x2,x3,0) | 22,23 €
R} n’est pas T-stable.

8.5.2. Lemme. Soit F' un sous-espace de E ayant pour base {vi,...,v,}. Alors F est T-stable si et
seulement si T'(v;) € F, pour tout 1 < i <r.

Démonstration. Supposons que T(v;) € F,i =1,...,r. Or tout u € F s’écrit comme u = qv1 + -+ +
v, 0 € Ko Ainsi T'(u) = anT(v1) + -+ - + . T'(v,) € F. Par conséquent, F' est T-stable.

8.5.3. Proposition. Soit E = Fy ® Es avec E1, FEs non nuls et T-stables. Soit BB; une base de F; dans
la quelle la matrice de T est A;, ¢ = 1,2. Alors By U By est une base de E dans laquelle la matrice de T est

A 0
0 Ay )’

Démonstration. Posons By = {u1,...,ur}, Bo = {try1,...,un}, A1 = (ai)1<ij<r €6 Ao = (@ij)r41<ij<n-
Alors
T(ul) = anw + -+ + anur + Oupy1 + -+ + Ouy,
T(Ur) = apur + -+ Qppur + Otryy + -+ + 0w,
T(Ur+1) = Ouq 4+ . 4 Ou, + rglr+1Ure1 + 0+ AppriUp
T(Un) = Ouq + - 4+ Ou, + Ory1inlUryr + -0+ Qi

Par conséquent, la matrice de T' dans By U By est

a1 -+ Qi 0 - 0
s r1 - Gpp 0 0 _(Al 0 )
0 o 0 Qr41,r4+1 " Qr41,n 0 A2 .
0o - 0 Qn,r+41 tr An,n

Exemple. Considérons

T:R* - R*: (z1,22,23,24) — (221 — To, 1 + T2, bxg — 4a4, 323 + 324)
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Alors F} =< eq,e5 > et Fy =< e3,e4 > sont T-stables tels que R* = Fy@F,. OrT(ey) = 2e1+ea, T(es) =
—eq + ea. Donc la matrice de T dans {eq,ex} est

(1)
(5 73):

De méme la matrice de T dans {e3,e4} est

Ainsi la matrice de T dans {e1, ea,e3,e4} est

2 -1 0 0
1 10 0
0 0 5 —4
0 0 3 3

8.5.4. Corollaire. Soit
E=E®E & - DL,

avec les F; non nuls T-stables. Soit B; une base de E; dans laquelle la matrice de T est A;, 1 = 1,...,r.
Alors By UBy U --- U B, est une base de E dans laquelle la matrice de T est

A, 0 -+ 0
0 Ay -~ 0
0 0 - A,

8.5.5. Corollaire. T est diagonalisable si et seulement si E' se décompose en somme directe de sous-
espaces T-stables de dimension 1.

Démonstration. T est diagonalisable si et seulement si il existe une base {u1,...,u,} de F telle que
T(u;) = Nug, A € K, i =1,...,n sl et seulement < u; >,...,< u, > sont T-stables de dimension 1 tels
que

E=<u1 >® - ®<u,>.

8.5.6. Définition. Soit F' un sous-espace non nul et T-stable de E. On dit que F' est T-décomposable
si F' = F) & Fy avec Fi, F5 non nuls T-stables; et T-indécomposable sinon.

Exemple. (1) Si dimE =1, alors E est T-indécomposable.
(2) Considérons R* et

T:R* = R*Y: (21, 20,73, 24) — (221 — 2o, 21 + T2, 5z — 4ay, 323 + 324).

On sait que F; =< ej,eq > et Fy =< e3,eq > sont T-stables tels que R* = F; @ F». Donc R* est
T-décomposable.
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8.5.7. Proposition. Soit dim (E) =n > 0. Alors E est T-décomposable si et seulement si il existe une
base {u1,...,u,} de E dans la quelle la matrice de T est de la forme

A O
0 A

Démonstration. La nécessité suit de la proposition 8.5.3.

avec A1, Ay des matrices carrées d’ordre < n.

Pour prouver la suffisance, posons A; = (a;;)1<ij<r €t A2 = (Gij)r+1<ij<n avec 1 <r < n. Posons
Fy=<uy,...,up > et Fo=<Upg1,...,up > .

Alors E = Fy @ Fy avec Iy, F, non nuls. Pour tout 1 < j <r, T(u;) = EZZI a;;u; € Fi; et pour tout
r+1<j<n, T(u;)= Z?:T_H ai;u; € Fy. Donc Fiy et Fy sont T-stables. Ainsi E est T-décomposable.

8.5.8. Théoréme. Soit F non nul. Alors E se décompose
E=FE & - @k,

ou Ey,..., E, sont T-stables et T-indécomposables.

Démonstration. Procédons par récurrence en n =dim(E). Si n = 1, alors F lui-méme est T-
indécomposable. Supposons que n > 1 et le résultat est valide pour les espaces de dimension < n. Si
FE est T-indécomposable, alors il n’y a rien a prouver. Sinon E = F} @ F» avec Fi, F5 non nuls et T-stables.
Donc dim(F;) < n, i = 1,2. Par hypothese de récurrence F} = E1 @ --- @ Es et Fo = Eq11 @ --- ® E, avec
les E; étant T-stables et T-indécomposables. Or

E=E1® - OE®FE, 19 @ E;

est une décomposition désirée.

Remarque. D’apres le corollaire 8.4.4, plus dim(E,),...,dim(E,) sont petites, plus T est prés d’étre
diagonalisable.

8.5.9. Définition. On dit que T est nilpotent d’indice de nilpotence r si T” = 0 et T"~! est non nul.

Remarque. 7T est nilpotent d’indice de nilpotence 7 si et seulement si sa matrice dans une base est
nilpotente d’indice de nilpotence r.

Exemple. (1) Considérons

0 0 00
10 0 0
Jn(0) = ,
0 0 10
On sait que (J,(0))" =0 et
0 0 0 0
. 0 0 0 0
(Ja(0))"" = |

10 0 0



Ainsi J,(0) est nilpotente d’indice de nilpotence n.
(2) Considérons T : R? — R?: (x,y,2) — (z,y, 2)A, ou

010
A= 0 0 1
0 0 0

Alors la matrice de T dans la base canonique de R? est AT = J3(0), ce qui est nilpotente d’indice de
nilpotence 3. Ainsi T est nilpotent d’indice de nilpotence 3.

8.5.10. Lemme. Soit T nilpotent d’indice de nilpotence r. Alors il existe u € E tel que {u, T(u), ..., 7" (u)}
est libre. Par conséquent, r < dim (E).

Démonstration. Comme 771 # 0, il existe u € E tel que T"~!(u) # 0g. On prétend que {T7~%(u),..., T" 1 (u)}
est libre pour tout 1 < s < 7. D’abord, {77! (u)} est libre. Supposons que 1 < s < ret {77~ (u),..., T" ' (u)}
est libre. Supposons que

aT_(S_‘_l)TT*(SJrl)(u) T (u) 4+ + aT_QTT72(u) + ar_lTrfl(u) =0g, a; € K.
En appliquant 7', on obtient
Qi T (W) 4+ + €T 2(u) = O

car T" = 0. Donc a,_(s11) = -+ = ap_p = 0. Ainsi a, 1T 1 (u) = 0p, et donc a,_; = 0 car T"!(u) est
non nul. Ce qui montre que {u,T'(u),...,T" *(u)} est libre. Ceci achéve la démonstration.

8.5.11. Théoreme. Soit E de dimension n. Supposons que T est nilpotent d’indice de nilpotence r.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) E est T-indécomposable.

(2) r=n.

(3) 1 existe une base de E dans laquelle la matrice de T est .J,,(0).

Démonstration. On accepte sans preuve le fait que (1) implique (2).

Supposons maintenant que 7 = n. Alors il existe u € E tel que B = {u, T(u),...,T" 1 (u)} est libre, et
donc une base de E. Or

0 0 00

10 0 0
(T(u), T(Tw),....,T(T" 'u)) = (u,T(u),..., T" " (u)) :

0 0 10

Par conséquent la matrice de T' dans B est J,(0).

Supposons enfin que J,(0) est la matrice de T' dans une base de E. Comme J,(0) est d’indice de
nilpotence n, on a r = n. Si E est T-décomposable, alors F = F; ® Fy avec Fy, F5 non nuls et T-stables.
Posons T; = T'|p,. Alors T; est nilpotent, disons d’indice de nilpotence r;. D’apres le lemme 8.5.10, r; <
dim(F;) < n, ¢ = 1,2. Prenons s = max{ry,re}. Alors s < net Ty = T5 = 0. Or tout u € E s’écrit
u = up +uz, w; € F;. Ainsi T°(u) = T°(u1) + T%(uz) = T7(u1) + T5(ug) = Op + 0g = Og. Ainsi
T5 =0, et donc T ' =0 car s <n—1, Ce qui contredit que T est d’indice de nilpotence n. Donc E est
T-indécomposable.
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Exemple. Considérons

x x
T:R® ROy | Al v |,
z z
ol
0 2 -1
A= 0 0 3
00 O

On sait que A est la matrice de T dans la base canonique de R(®). Or A est nilpotente d’indice de
nilpotence 3. Ainsi T est nilpotent d’indice de nilpotence 3. D’apres le théoreme 8.5.11, il existe une base
de R®) dans la quelle la matrice de T est J3(0). Par conséquent, A est semblable & J3(0).

8.5.12. Corollaire. Soit T nilpotent. Alors il existe une base I de F telle que

Jn(0) 0 0

0 Ju,0) - 0

T)s = : . ) )
0 0 o J,(0)

Démonstration. D’apres le théorme 8.4.8, F = E1 & --- ® E,, ou FEy,...,E, sont T-stables et T-

indécomposables. D’apres le théoreme 8.4.11, pour tout 1 < ¢ < r, il existe une base B; de E; dans laquelle
la matrice de T est J,,(0). Ainsi B =By U---U B, est une base de E dans laquelle la matrice de T est

Jn (0) 0 0
0 Jp,(0) 0
0 0 - Ju(0)

8.5.13. Définition. Une matrice carrée A est dite sous la forme de Jordan si

Jnl ()‘1> 0 0
0 Iny(A2) 0
A= . .
0 0 I, (Ar)
Remarque. Si
A 0 0
0 A 0
A= .
0 0 A,

ou les A; sont toutes sous la forme de Jordan, alors A ’est aussi.
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Exemple. (1) Une forme de Jordan est diagonale si et seulement si tous les blocs de Jordan sont d’ordre

(2) La matrice

2 0 0 0 O
1 2 0 00
003 00
000 40
00 0 1 4
est sous la forme de Jordan.
(3) La matrice
2 0 00
1 2 0 0
0 2 3 0
0 01 3

n’est pas sous la forme de Jordan.

8.5.14. Théoréme. Si xr(\) est scindé sur K, alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice
de T est sous la forme canonique de Jordan, ce qui est unique & ordre pres des blocs de Jordan.
Démonstration. Supposons que

xr(A) = (=1)" (A= A)™ - (A= A)",

ou A1, ..., A\ € K sont deux & deux distincts et n; > 0. D’apres le théoréme de Hamilton-Cayley, f(\) =
(A=XAp)™ - (A= A)™ est un annulateur de 7" avec (A—A1)™ ..., (A—X\,.)" sont deux & deux co-premieres.
Posons E; =Ker(T — X\;1)™ ce qui est T-stable. Alors

E=FE & - ®E.

Or pour tout u € E;, (T — ;1) (u) = 0. Donc T — A;1 est nilpotent sur E,;. D’apres le corollaire 8.4.12,
il existe une base B; de E; telle que

Jm (0) 0 0
0 Jm,(0) 0
[T — Ad)5, = ; .
0 0 T 0) )
Par conséquent,
Ty (Ai) 0 0
0 Jmo (M) 0
[Tg, = [(T — 1)+ 2], = [T — A1]g, + [Nil]g, = ) :
0 0 I, (M)
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est sous la forme de Jordan. D’apres le corollaire 8.5.4, B = B; U---U B, est une base de E telle que

[T} B 0 0

0 [Ts, 0

[Ts = i :
0 0 (15,

Comme C est algébriquement clos, le résultat suivant est une conségence immédiate du théoreme précédent.

8.5.15. Théoréme. Soit F un espace complexe de dimension finie. Alors pour tout 7' € End (E), il
existe une base B de F telle que [T]5 est sous la forme de Jordan, ce qui est unique & ordre pres des blocs
de Jordan.

8.5.16. Théoréme. Toute matrice carrée complexe est semblable & une forme de Jordan, ce qui est
unique a ordre pres des blocs de Jordan.

8.5.17. Calcul de la forme de Jordan. Soit A € M,,(K) et supposons que xa(A) = (A;=A)™ -+ (A, —
A)r ol Aq, ..., A sont deux a deux distincts et n; > 0. Une forme de Jordan de A est alors constituée des
blocs de Jordan correspondants aux valeurs propres Aq,...,A.. Pour chaque 1 < i < r, on peut trouver les
blocs de Jordan correspondant a A; comme suit:

(1) Calculer r; =rg(A — N\;I)7,j = 0,1,2,---, jusqu'a trouver un premier nombre m; tel que rg(A4 —
AZI)ml ZI‘g(A — )\ZI)m’+l

(2) L’ordre maximal des blocs de Jordan correspondants & A; est m;. Et pour tout 1 < j < m;, le nombre
des blocs de Jordan d’ordre j correspondants & A; est s;(N\;) = (rj_1 +7j41) — 275.

Exemple. (1) Trouver une forme de Jordan de la matrice

2 0 0 00
0 2 0 00
A=| 1 0 2 0 0
0 -1 0 3 0
10 1 1 3

Solution. y4(A) = (2= )\)3(3 — X\)2. Les valeurs propres distinctes sont A\; = 2 et Ay = 3.

(a) Blocs de Jordan corréspondants a ;.

ro =rg(A —2I)° =5, 1 = rg(A —2I) = 3, ro =rg(A — 2I)? = 2 et 73 =1g(A — 2I)3 = 2. Donc l'ordre
maximal des blocs de Jordan correspondant & A; est 2. On a que s1(\) =rg+712—2r1 =7—-6=1¢et
s2(A1) = (r1 +13) — 2ro =5 —4 = 1. Donc les blocs de Jordan correspondants a A; sont J1(2) et Jo(2).

(b) Blocs de Jordan correspondants a Ao.

ro =rg(A —3I)° =5, r; =rg(A — 31) = 4, ry =rg(A — 2I)? = 3 et r3 =rg(A — 2I)3 = 3. Donc l'ordre
maximal des blocs de Jordan correspondants & Az est 2. On a que s1(A2) = (ro+79) —2r1 =8 —-8=10c¢et
s2(A2) = (rg+r1) =7 —6 = 1. Donc le bloc de Jordan correspondant & A est Ja(3).
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Donc les blocs de Jordan de A sont Ji(2),J2(2) et J2(3). Ainsi on trouve une forme de Jordan de A
comme suit:

20 0 0O
02000
01 200
000 30
00013
(2) Trouver une forme de Jordan de
5 0 0 0 0
05101
A= 0 0 5 1 0
0005 1
0 0 00 5

Solution. y4(A\) = (5 — \)5. Donc A\; = 5 est la seule valeur propre distincte de A.

Or rg =rg(A—51)° = 5,7, =rg(A—5I) = 3, 79 =1g(A—5I)? = 2, 73 =rg(A—5I)3 = 1, r4y =rg(A-5I)* =0
et 75 =rg(A — 5I)°® = 0. Donc l'ordre maximal des blocs de Jordan correspondant & A\; est 4. On a que
s1=(ro+rg)—2r =7—-6=1etsg=(r3+r1)—2ro=4—-4=0,83=(rg+7m3) —2r3=2—-2=0et
4 = (rs +r3) —2ry, =1 —0 = 1. Donc les blocs de Jordan corrépondants sont J1(5) et J4(5). Donc on
trouve une forme de Jordan de A comme suit:

O O O O W
O O = ot O
(I ) B e R )
—= ot O O O
o o oo

8.6. Exercices

1. Déterminer quelle valeur de 2 et —2 est une valeur propre de la matrice suivante:

1 -3 3
3 -5 3
6 —6 4
2. Soit
3 1 -1
A= 0 3 1
0o 0 2

Vérifier que 3 et 2 sont des valeurs propres de A, et trouver leur multiplicité géométrique.
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10.

11.

12.

13.

14.

Considérer la matrice suivante:
1 2 3
A= 3 1 2
2 1 «
Pour quelle valeur de «, la matrice A, admet-t-elle la valeur 2 comme valeur propre? Dans ce cas,

trouver une base de I'espace propre de A associé a 2.

Trouver les valeurs propres et leur multiplicité géométrique de chacune des matrices suivantes:

7 -6 -9 2. 10
(1) -2 6 -6 |; (2) 0 2 1
-1 -2 7 00 2

(1) Si A€ M, (K), montrer que A et AT ont les mémes valeurs propres.
(2) Donner une matrice A telle que A et A7 n’aient pas les mémes vecteurs propres.

Montrer qu’une matrice carrée A est non inversible si et seulement si la valeur 0 est une valeur propre
de A.

1

Soit A une matrice inversible. Montrer que Ag est une valeur propre de A si et seulement si — est une
0

valeur propre de A~1.

Soient A et B deux matrices carrées semblables avec B = P~'AP. Comparer les valeurs propres et les
vecteurs propres de A avec ceux de B.

Soient A € M, (K) et o € K. Comparer les valeurs propres et les vecteurs propres de A avec ceux de
A+ al,.

Montrer qu’une matrice carrée complexe admet toujours une vecteur propre dans C.

Soit A une matrice carrée réelle. Si Ag est une valeur propre complexe de A, montrer que Xg lest
également.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie impaire. Montrer que tout endomorphisme de E
admet au moins un vecteur propre.

Soit A une matrice carrée telle que x4 (M) est scindé sur K. Montrer que si g, ..., A, sont les valeurs
propres deux & deux distinctes de A, alors

ATV AT =det(A) et ngA -+ npd = tr(A),
ou n; est la multiplicité algébrique de A\; pour tout 1 <i <r.

Pour quelles valeurs de a, b, ¢ € R, la matrice suivante, est-elle diagonalisable sur R?

1
0
0

O = 2

1
b
c
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Pour quelles valeurs de a € Q, la matrice suivante, est-elle diagonalisable sur Q7

1
0
0

O = 2

1
3
2

Montrer que la matrice complexe suivate est diagonalisable:

nXxn

Soit A = wv”, ot u,v € K™ avec n > 1. Montrer les énoncés suivants:

(1) Les valeurs propres de A sont 0 et vTu.
(2) A est diagonalisable si et seulement si I'un de u, v est nul ou bien v7u # 0.

Indication: Considérer séparément les cas ol 'un des u et v est nul et ot aucun de u et v n’est nul.
Soit A une matrice carrée diagonalisable. Montrer que rg(A”™) =rg(A) pour tout r > 0.

Diagonaliser si possible chacune des matrices suivantes:

2 -1 1 -4 -4 -8
W [ -1 1 -1 |; 2) 4 6 4
0 1 1 6 4 10

Diagonaliser si possible ’endomorphisme 7' : C® = CD : quy + bug — —buy + aug, ol
{ < i ) ( O ) }
Uy = . ,Ug = . .
) 1—12

Diagonaliser ’endomorphisme T' de R4[z] dont la matrice dans la base canonique est la matrice suivante:

5 1 1 -1
1 5 1 -1
A= 1 1 5 -1
-1 -1 -1 5

Calculer I + 3A + A0 pour

a5 )
a=(13)

Soit f(A) € K[A]. Montrer que si Ag est une valeur propre d’une matrice carrée A, alors f(Ag) est une

Calculer Ir + A0 on

valeur propre de f(A).
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25. (1) Soit A € M,,(K). Montrer que pour tout f(\) € K[)], il existe r(A\) € K[\] de degré < n tel que
f(A) =r(A).

(2) Considérons la matrice rationnelle

1 0 2
A=10 -1 1
0 10

Calculer A% — A* + A? — 413 en utilisant la partie (1) et le Théoreme de Hamilton-Cayley.

26. Trouver le polynome minimal de chacune des matrices suivantes et, si possible, calculer 'inverse au
moyen de celui-ci.

P 2 0 -2 -2 0 -2
(1) ( 0 7); (2) 05 4 |; © 53 2
1 0 -1 03 3

27. Trouver le polynéme minimal de I’endomorphisme de Pespace réel Ry[x] suivant:

T : Ryfz] — Ryfz] : @ + bx + ca® + da® — (2a + b) + (2b)x + (3¢ + d)x? + 3da®.

28. Soit A € M,,(K). Si A est nilpotente, montrer que

(2) A" =0 pour un certain r avec 1 <r < n,
(1) la valeur 0 est une et la seule valeur propre de A, et
(3) A est diagonalisable si et seulement si A est nulle.

29. Soit A € M,,(K). Montrer que A est inversible si et seulement si le terme constant de m4(A) est non
nul.

30. Trouver le polyndéme minimal de A et en déduire que A est diagonalisable ou non, ou

3 -1 1

A= 2 0 1

1 -1 2

31. Soit

5 1 1 -1
1 5 1 -1
A= 1 1 5 —1
-1 -1 -1 5

Montrer que A est diagonalisable et inversible. En déduire le polynéme minimal de A et calculer A~1.
32. Montrer qu'une matrice idempotente A (c’est-a-dire, A2 = A) est diagonalisable.

33. Soit A une matrice carrée complexe. Montrer les énoncés suivants.

(1) A est nilpotente si et seulement si la valeur 0 est la seulement valeur propre de A.
(2) A est diagonalisable si A” = A pour un entier r > 1. Indication: Considérer les racines (r—1)-ieme
de 'unité.
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34. Considérer T : R® — R3 : (1,y,2) — (y, —,z). Montrer que R? est T-décomposable mais que T n’est
pas diagonalisable.

35. Considérer ’endomorphisme de l'espace rationnel Q) suivant:

T 2.0 0 T
T:Q® -Q®: [ y | — 0 2 -1 y
z -2 2 0 1

(1) Déterminer lesquels des sous-espaces suivants de Q® sont stables pour T

0 0 1 1 0
=< 1], 0 | > =< 1], 1], 1 > .
1 0 0 1

(2) Déterminer si Q©® est T-décomposable ou non.

36. Soit A = (aj)nxn une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) sur un corps K. Montrer que si
les termes diagonaux de A sont deux a deux distincts, alors A est semblable a la matrice diagonale

diag{an, ey a,m}.

37. Dans chacun des cas suivants, trouver une forme de Jordan de la matrice.

i 0 0 0 O
4 0 O -3 0 1 0 ¢ 0 0 O
(1) 2 1 3 |; (2) 2 =2 11 (3 0 0 2 0 0
5 0 4 -1 0 -1 0 0 0 2 0
2 0 -1 0 2
38. Trouver une forme de Jordan de
5 0 0 0 0
0 5 1 01
A= 0 0 5 1 0
0 0 0 5 1
0 00 0 5

39. Montrer qu’une forme de Jordan J est diagonalisable si et seulement si J est diagonale.

40. Soit A une matrice carrée d’ordre n sur un corps K. Montrer que A est diagonalisable sur K si, et
seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites:
(1) xa(A) est scindé sur K.

(2) Pour toute valeur propre Ao ded, rg(A — X\ol,,) = rg(A — A\ol,,)?.
41. Une matrice carrée A d’ordre n est dit décomposable si A est semblable a une matrice de la forme
A 0
0 Ay )’
avec A; et A des matrices carrées d’ordre < n; et indécomposable sinon. Montrer qu’une matrice
carrée complexe est indécomposable si et seulement si A est semblable & un bloc de Jordan.
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Chapitre IX: Espaces euclidiens

Dans le plan, outre la structure algébrique d’espace vectoriel, il y a des autres structures géométriques
comme la longueur d’un vecteur, la distance et ’angle entre deux vecteurs. On généralisera ces notions aux
espaces réels arbitraires.

9.1. Formes bilinéaires

Le but de cette section est d’étudier les formes bilinéaires sur un espace général. Partout dans cette
section, on se fixe E un espace vectoriel sur un corps K.

9.1.1. Définition. Une forme bilinéaire sur E est une fonction
f:EXE—K:(uv)— f(u,v)

telle que pour tous u,v,w € E et a, 8 € K,
(1) flau+ Bv,w) = af(u,w) + Bf(v,w);
(2) f(w,ou+ pv) = af(w,u) + Bf(w,v).

En outre, on dit que f est symétrique si f(u,v) = f(v,u), pour tous u,v € E.

Remarque. Pour tous o, € K et u,v € E, on a f(au,v) = af(u,v) et f(u,Bv) = Bf(u,v). En
particulier, f(0g,u) = f(u,0g) = Ok.

Exemple. Soient a,b € R avec a < b. Considérons l’espace réel C[a,b] des fonctions continues f :
[a,b] — R. Pour f,g € Cla,b], on pose

b
<fg>= [ f0gi
Ceci donne une forme bilinéaire symétrique sur Cla, b].

9.1.2. Lemme. Si A = (a;5) € M,,(K), alors
ba: K" x K" : (u,v) — uAv”

est une forme bilinéaire sur K™, appelée la forme bilinéaire associée a A.
Démonstration. Pour tous u,v,w € F et o, € K, on a

balau + Bv,w) = (au+ pv)Aw? = (au)AwT + (Bv) AwT
a(uAw?) + pu(Aw?) = aba(u, w) + Bba(v,w).

De méme, ba(w, au + fv) = abs(w,u) + Bba(w,v). Ainsi by est bilinéaire. Ceci achéve la démonstration.

Remarque. Si A = (ai;)nxn alors, pour tous u = (z1,...,2,) et v = (Y1,...,Yn), ON &

T
uAv' = g ;i Ty
1<ij<n 9T
Dés maintenant, on étudiera formes bilinéaires sur un espace vectoriel de dimension finie.
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9.1.3. Définition. Soit f une forme bilinéaire sur E. Si {u1,...,u,} est une base de F, la matrice
carrée d’ordre n sur K dont le (¢, j)-terme est f(u;,u;), pour tous 1 < 4,5 < n, est appelée matrice de f
dans {u,...,u,} et notée [flu, . u,.}-

Exemple. (1) Considérons la forme bilinéaire f sur R? donnée par

1 -3
F((z1,22), (y1,92)) = (T1,22) ( 4 9 ) ( ?lj; ) = T1Yy1 — 3x1Y2 + 4x2y1 + 2x2Y0.

Soit {e1, ez} la base canonique de R?. Alors

fler,e1) =1, f(er,e2) = =3, flea,e1) =4, f(ea,e2) = 2.

1 -3
[f]{el,ez} = ( 4 9 )

(2) Soit by la forme bilinéaire associée & A = (a;;) € M, (K). Alors A est la matrice de ba dans la base
canonique {ey,...,e,} de K™. En effet, pour tous 1 <¢,5 <n, on a

D’ou

bale;,ej) = eiAe]T = a;j.

9.1.4. Proposition. Soit {ui,...,u,} une base de E, et soit f une forme bilinéaire sur E avec

[f]{ul,...,un} = (aij)nxn-
(1) Stu==x1u1 + - + Tpn, v ="1y1u1 + -+ - + Yypu, € E, alors

n
flu,v) = (21 2,)A :
Yn

(2) f est symétrique si, et seulement si, A est symétrique.
Démonstration. (1)

fluv) = QS w325 yiug) = Doimq 2oy Ty f (ui, ug)

n

= Y 2o iy = (e w)A [
YUn

2) Si f est symétrique, alors a;; = f(u;,u;) = f(uj,u;) = a;;. Ainsi A est symétrique. Réciproquement
J J J J
supposons que AT = A. Alors pour tous v = z1u + - + Tplp €t V=1y1U + -+ Yntn € E,

Yn LTn T

D’ou f est symétrique. Ceci s’acheve la démonstration.
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9.1.5. Proposition. Soit {ui,...,u,} une base de E. Une fonction f : E x E — K est une forme
bilinéaire sur E si, et seulement si, il existe une matrice A = (a;j)nxn sur K telle que pour tous u =
Tiur + - F Tplp, U= Y1ur £+ Ynlin € B,

Y1
flu,v) = ZKi ieniiTiY = (X1,...,zn)A |
Yn

Dans ce cas, [f]{u,,..u.} = A

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Posons A = (a;j)nxn. Solent u = Y7 | zu;,
v=" yusetw=> 1 zu € Eeta,f € K. Alors f(u,v) = (1,...,2,)A(y1,...,yn)". Or au+ fv =
Z?:l(axi + 5yl)uz Ainsi

flau+ pv,w) = (ax1+ Byi,...,ax, + Byn) Az, ..., 20)T

[a(x1, ... zn) + B, - yn)]A(21, - - -y 20)
a(zy, . wn) Az, z) T+ By yn) A2, - 20) T
af(u,w) + Bf(v,w).

De méme f(u, v + fw) = af(u,v) + Bf(u, w). Enfin pour tous 1 < 4,5 <n, f(u;,u;) = eiAejT = a;. Par
conséquent, [f]iy,, .. u,1 = (@ij)nxn. Ceci achéve la démonstration.

T

Le résultat suivant nous dit comment sont reliées deux matrices qui représentent la méme forme bilinéaire
dans deux bases différentes.

9.1.6. Théoréme. Soit f une forme bilinéaire sur E. Si {uy,...,un} et {v1,...,v,} sont deux bases
de FE, alors

T
[Flgvssony = P71 un st P
ou P est la matrice de passage de {u1,...,un} vers {vy,...,v,}.
Démonstration. Posons P = (p;;)nxn = (P1P2--- P,) avec P; la j-itme colonne de P. Alors pour tout
1 <4, <n, v; =prur + - + Ppily et v; = prjur + -+ + ppju,. Donc

P1j
(i, v5) = (Pri- - Pni)A : = PrAP;.
DPnj
D’autre part,
P
PTAP — : (AP,,--- ,AP,).
PT

n

Ainsi le (i, j)-terme de PT AP est également P AP;. D’ou

[f]{m ..... v} T (f(viyvj))nxn = PTAP

Ceci achéve la démonstration.

On dit que deux matrices A, B € M,,(K) sont congrues s’il existe une matrice inversible P € M, (K) telle
que B = PTAP. Le théoréme précédent nous dit que les matrices d’une forme bilinéaire dans deux bases
sont congrues.
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9.1.7. Proposition. Soit f une forme bilinéaire sur E. Si A est la matrice de f dans une base
{u1,...,u,} de E, alors une matrice B € M, (K) est congrue & A si et seulement si, il existe une base
{v1,...,vn} de E telle que [fly,,... 0,1 = B.

Démonstration. Il suffit de montre la nécesité. Supposons que B = PT AP avec P inversible. Posons

(V1,...y0n) = (U1y...,up)P. Alors {vy,...,v,} est une base de E et P est la matrice de passage de
{u1,...,up} vers {v1,...,v,}. Donc la matrice de f dans {vy,...,v,} est PPAP = B. Ceci acheve la
démonstration.

9.2. Formes quadratiques

Dans cette section, nous nous intéressons aux formes bilinéaires symétriques sur les espaces vectoriels
réels. On se fixe F un espace vectoriel réel.

9.2.1. Définition. Une fonction ¢ : F — R s’appelle une forme quadratique sur E §’il existe une forme
bilinéaire symétrique f sur E telle que ¢(u) = f(u,u), pour tout u € E.

Remarque. ¢(0g) = 0.
Exemple. Si A = (a;;) € M,(R) est symétrique, alors A définit une forme bilinéaire symétrique
ba:R" xR" = R: (u,v) — udv?.

Ainsi
ga :R" = R:ur ba(u,u) = uAuyT

est une forme quadratique sur R"™, appelée la forme quadratique associée a A.
9.2.2. Définition. Soit ¢ une forme quadratique sur E définie par une forme bilinéaire symétrique f.

Si {uq,...,u,} est une base de E, alors on appelle matrice de q dans {uq,...,u,} la matrice de f dans
{u1,...,un} et on la note [qlfu,, .. u.}-

Remarque. La matrice d’une forme quadratique dans une base est toujours symétrique.
Exemple. Soit A € M,,(R) symétrique. La matrice de g4 dans la base canonique de R™ est A.

9.2.3. Proposition. Soit {u1,...,u,} une base de E. Une fonction ¢ : F — R est une forme quadratique
sur I si, et seulement si, il existe des nombres réels a;;, 1 < i < j < n, tels que pour tout v = xjus +--- +

Tpu, € F, .
2
u) = E a;ix; + g @i LT 5.
q(u) i=1 1<i<j<n 27

Dans ce cas, la matrice de ¢ dans la base {uy,...,u,} est B = (bij)nxn, Ol bj; = ag, pour tout 1 < ¢ < nj; et
bij = bj; = %aij, pour tous 1 < i < j < n. En outre, on dit que q est de la forme diagonale dans {uy, ..., u,}
si a;; = 0, pour tous 1 <1 < j < n.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. D’apres le définition, la matrice B est symétrique. Il

suit de la proposition 9.1.5 qu’il existe une forme bilinéaire symétrique sur E dont la matrice dans {u1, ..., u,}
est B. Or
n n
f(u,u) = Z bijxixj = Zb”I? + Z 2bij:rixj = Za“xf —+ Z CLij{Eil’j = q(u)
1<i,j<n i=1 1<i<j<n i=1 1<i<j<n
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Ceci acheve la démonstration.
Le résultat suivant est une conséquence immédiate de 9.1.4 et le théoreme 9.1.6.

9.2.4. Théoréme. Soit ¢ : £ — R une forme quadratique sur F et soit A la matrice de ¢ dans une base
{u1,...,u,} de E.
(1) Pour tout u = xquj + - + Tpup,x; €R, on a

q(u) = (x1,...,2n)A(x1,. .. ,xn)T =qa(x1,22,...,2,).

(2) Si{vi,...,v,} est une autre base vers laquelle la matrice de passage de {uy,...,u,} est P, alors

4] ¢vs,....00y = PTAP.

9.2.5. Définition. Soient f une forme bilinéaire symétrique sur E et ¢ la forme quadratique définie par
I

(1) On dit que q, ainsi que f, est défine positive si q(u) = f(u,u) > 0, pour tout vecteur non nul u de E.

(2) Une matrice symétrique A € M, (R) est dite défine positive si g4 est défine positive, c’est-a-dire,
wAuT > 0 pour tout vecteur non nul v de R™.

9.2.6. Proposition. Une forme quadratique (respectivement, une forme bilinéaire symétrique) sur E
est définie positive si et seulement si sa matrice dans une base de E est définie positive.

Démonstration. Soient ¢ une forme quadratique et A la matrice de ¢ dans une base {uq,...,u,}. Pour
tout w = zyuy + - + zpu, € E,) q(u) = ga(zr,...,2,). Or w est non nul si et seulement si (z1,...,2,)
est non nul. Ainsi ¢(u) > 0 pour tout v € E non nul si et seulement si ga(z1,...,2,) > 0 pour tout
(z1,...,2n) € R™ non nul. D’ou le résultat. Ceci acheve la démonstration.

Le résultat précédent nous dit qu’il suffit de discutera la définie positivité de matrices symétriques réelles.
On est en train de donner un critére pour qu’'une matrice symétrique réelle soit définie positive.

9.2.7. Lemme. Si A € M, (R) est symétrique, alors x 4(\) est scindé sur R.
Démonstration. Comme C est algébriquement clos, xa(\) est scindé sur C. Soit Ag € C une valeur
propre de A. Alors il existe v = (21,...,2,) € C"® non nul tel que Au” = \gu®. Ainsi \ou = uA.

Posons 4 = (Z1,...,%,), oul Z; est le conjugué de ;. Alors Au’ = AuT = \uT = Ngu”. De plus,
wal =30 @i =Y i ||@il|* > 0 car u # 0. Or

No(waT) = (wA)a® = u(Xoa?) = Ao(ua’).
Par conséquent, A\g = Ao, ¢’est-a-dire, \g est réel. Ceci acheéve la démonstration.

9.2.8. Corollaire. Si A € M, (R) est définie positive, alors les valeurs propres de A dans C sont toutes
réelles positives et det(A) > 0.

Démonstration. Soit A¢ une valeur propre de A. Alors \g est réelle d’apres le lemme 9.2.7. Donc
il existe u € R™ non nul tel que Au” = Agu?. Comme A est définie positive, uAu? = Aquu? est positif.
Ainsi A\g > 0 car uu” > 0. Enfin det(A — X)) = (A\; — A)--- (A, — A) avec les \; sont réels positifs. Ainsi
det(A) = Ay -+ Ay > 0. Ceci acheve la démonstration.

9.2.9. Lemme. Soient A, B € M, (R) symétriques. Si A, B sont congrues, alors A est définie positive si
et seulement si B l’est.
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Démonstration. Par h’hypothese, B = PT AP avec P inversible. Supposons que A est définie positive.
Comme BT = PTATA = PT AP = B, on voit que B est symétrique. Si v € R™ est non nul, alors uP?T € R”
est non nul. Ainsi (uPT)A(Pul) > 0, c’est-a-dire, uBu” > 0. Donc B est définie positive.

Si B est définie positive, comme A = (P HTAP~! alors A est définie positive. Ceci acheve la
démonstration.

s’appelle mineur principal d’ordre r de A. En particulier, le mineur principal d’ordre n est det(A).

9.2.10. Théoréeme. Une matrice réelle symétrique est définie positive si, et seulement si, tous ses
mineurs principaux sont positifs.

Démonstration. Posons A = (a;j)nxn. Procédons par récurrence en n. Si n = 1, il est évident que
A est définie positive si et seulement si a;; > 0. Supposons que n > 1 et le résultat est vrai pour n — 1.
Partagéons A comme suit:

B C .
A= < cToan, ) , ouB = (aij)lgz‘gnqngjgnq, C = (ain)1<i<n—1-

Supposons premierement que A est définie positive. D’apres le corollaire 9.2.8, det(A) > 0. On prétend
que B est également définie positive. En effet, B est évidemment symétrique. Pour tout € R*~! non nul,

2B2T = (z 0)<CB; afﬂ)(f):(x O)A(xOT)>O.

Donc B est définie positive. Par hypothese de récurrence, tous les mineurs principaux de B sont positifs.
Ainsi tous mineurs principaux de A sont positifs.
Supposons réciproquement que tous les mineurs principaux de A sont positifs. C’est-a-dire, det(A4) > 0

on a

et tous les mineurs principaux de B sont positifs. Par hypothese de récurrence, B est définie positive.
Remarquons que B est inversible car det(B) > 0. Posons

([ I,.. -B'C
Quen= (150 7).

Alors det(Q) =1 et

Lii 0 B C I, -B'C B 0
=g 1) (e o ) (0 ) (0 0) ven

Comme bdet(B) = det(QT AQ) = det(Q)det(A)det(Q) = det(A) > 0 et det(B) > 0,onab>0. SiuecR"
est non nul, alors u = (z x,,) avec x € R" ! et z,, € R. Or u(QTAQ)u” = xBax™ + bx2. Si x est non nul,
alors BxT > 0. Si z est nul, alors z,, # 0, et donc bz2 > 0. Ainsi u(QT AQ)uT > 0 en tout cas. Ceci montre
que QT AQ est définie positive. D’apres le lemme 9.2.9, A est définie positive. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Une matrice diagonale réelle est définie positive si, et seulement si, les termes diagonaux sont

tous positifs.

9.3. Produit scalaire
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Partout dans cette section, on se fixe E un espace réel non nul. Un produit scalaire sur F nous permet
d’introduire les longueurs, les distances et les angles de vecteurs de E, c’est ce que 'on appelle la structure
métrique de F.

9.3.1. Définition. Une forme bilinéaire sur F
<, > ExE—R:(uv)—<uv>
s’appelle produit scalairesi elle est symétrique et définie positive.

Si E est de dimension finie muni d’un produit scalaire, on dit alors que F est un espace euclidien par
rapport a ce produit scalaire.

Exemple. (1) L’espace réel R™ est un espace euclidien pour le produit scalaire canonique, ce qui est
défini comme suit:

< (w1, ), Y1y, Yn) >= T1Y1 + Toy2 + - F TpYn.

En effet, la matrice de <, > dans la base canonique est I,,, ce qui est symétrique et définie positive.
(2) De méme, lespace réel R(™ est un espace euclidien pour le produit scalaire canonique, ce qui est
défini comme suit:

< (xla”'vxn)Tv (ylv'“ayn)T >=T1Y1 +(E2y2 + - +xnyn

(3) L’espace réel R, [x] est un espace euclidien pour le produit scalaire canonique, ce qui est défini comme
suit:
<ap+aox+ -+ anx by 4 bz 4+ bzt >=a1by + aghy + - - - + anby.

En effet, il s’agit d’'une forme biniléaire dont la matrice dans la base canonique est I,,.
(4) Soient a,b € R avec a < b. Considérons I’espace réel Cfa,b] des fonctions continues f : [a,b] — R.
Alors la forme bilinéaire < , > définie par

b
<f.9>= [ fogt
a
est un produit scalaire, appelé produit scalaire canonique sur Cla, b].
En effet, on a vu que <, > est bilinéaire et symétrique. Soit f € Cla,b] non nul. Alors il existe un

to € [a,b] tel que f(to) # 0, et donc f?(ty) > 0. Comme f? est continue, il existe un interval [c,d] C [a, b]
avec ¢ < d et un constant ¢ > 0 tels que f2(t) > g, pour tout t € [c,d]. Or

b d d
<ff>= [ Pwiz [ oz [ g-gd-o>0

Ainsi <, > est définie positive, et donc un produit scalaire sur C|a, b].

Dorénavant, lorsque nous parlerons les espaces euclidiens R”, R | R,, [] ou C[a, b] sans autres spécifications,
alors le produit scalaire sera le produit scalaire canonique.

Dés maintenant, on se fixe < , > un produit scalaire sur F.

9.3.2. Définition. Si u € F, le nombre réel non négatif

ull = vV<u,u>
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s’appelle la longueur ou la norme de u.

Remarque. (1) Pour tout a € R, ||au|| = |af - ||u]]-
(2) Comme le produit scalaire est défini positif, ||u|| = 0 si et seulement si u = 0p.

Exemple. (1) Dans R”, on a ||(z1,22,...,2,)|| = /27 + 23 + -+ + 22.

(2) Pour toute f € Cla,b], on a
b
17l =1/ [ reea

9.3.3. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Si u,v € E, alors
| <w,0> [ < |ul] - ||v]].

En outre, 1’égalité a lieu si et seulement si u et v sont linéairement dépendants.

Démonstration. Soient u,v € E. Si v = Op, le résultat est trivial. Supposons que v # Og. Alors
<w, v>>0.Or
<u,v> <u,v> < u,v >2

U—————v>=<uu>—

0 < <u————,
<v,v > <v,v > <v,v >

<uu><v,v > — < u,v >3
<v,v> '

Dot <wu,v>? < <wu,u><v,v>=|[ul]?||v]|?, ce qui donne | < u,v > | < ||ul| - [|v]].

Si| <u,v>|=|ull-|v]|, alors
< > < > < >
<u—Lv,u—&v>:0. Donc u—&vzopj,
< v,V > <v,v > <,V >

d’ont {u,v} est liée. Réciproquement si {u, v} est lide, alors u = av avec aw € R. Or

<u,v>2 = <av,v><av,v >=< av,v > a < 0,0 >
= <oav,av >< 0,0 >=<Uu,u >< v,V >.

Par conséquent, | < u,v > | = ||u|| - ||v]|]. Ceci acheve la démonstration.
9.3.4. Corollaire. (1) Pour tous (z1,...,%n), (y1,.-.,Yn) € R™,
(@1yn + -+ 2nyn)® < (@] 4 )]+ un)-

(2) Pour tous f, g € Cla, b,

b 2 b 1
(/mmwo</f%wﬂfmw

9.3.5. Inégalité triangulaire. Si u,v € E, alors ||u + v|| < [|u]| + [|v]]-
Démonstration.

llu+v|]? =<u+v,ut+v>=<uu>+<uv>+<v,u>+<v,0>
= |l +2 <wu,o > Hol P < [ul? + 2fful] - [Jo]] + [[o]]? = (ul| + [Jv]])>.
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Donc ||u+ v|| < ||ul| 4 [|v]|- Ceci achéve la démonstration.

9.3.6. Définition. Soient u et v des vecteurs de E. On appelle distance entre u et v, notée d(u,v), la
longueur de u — v.

Remarque. Soient u,v, et w € E.

(1) d(u,v) = 0 si et seulement si u = v.

(2) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

9.3.7. Définition. Soient u,v € E tous non nuls. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

| < wu,v>| <1
[l - [Jv]]

Par conséquent, il existe un unique 0 € [0, 7| tel que
cosf =

On dit que 0 est I’angle entre u et v. On a ainsi

< u,v >= |[u]| - ||v]| cos b.

Exemple. Soit {e1,...,e,} la base canonique de R™. Si i # j, alors I'angle entre e; et e; est 7.

On verra que la notion d’angle définie ici est une généralisation de la notion d’angle usuelle dans le plan.
En effet, soient u; = (z1,%1), u2 = (22,y2) € R? tous non nuls. Si ¢; est I'angle entre I'axe des z et le
vecteur u;, alors

sin ¢; =

T S5 - T s
x? +y; Vi +y}

Supposons que ¢1 > ¢o. Alors 'angle 6 entre uy et us est égal & ¢ — ¢o. Par conséquent,

cos ¢; = =1,2.

cosf = cos(P1 — Pa) = cos ¢y CoS Po + sin @1 sin ¢y
T1 T2 Y1 Y2 _ <up,uz >

+ .
Vil vy Vad+ys Vel vyl Vad+ys o lallfuell

9.4. Orthogonalité

Partout dans cette section, on se fixe F un espace réel muni d’un produit scalaire <, >.
9.4.1. Définition. Deux vecteurs u et v de E sont dits orthogonauz si < u,v >= 0.

Remarque. (1) Pour tout u € F, u et O sont toujours orthogonaux.
(2) Si u et v sont tous non nuls, alors u et v sont orthogonaux si et seulement si 'angle entre u et v est

vl 3

Le résultat suivant est trivial.
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9.4.2. Proposition. Soit F' un sous-espace de E.
(1) Ft ={u€ E| <u,v>=0, pour tout v € F} est un sous-espace de FE, appelé orthogonal de F.
(2) Si F est engendré par uy, ..., u,, alors u € F* si et seulement si < u, u; >=0,i=1,...,7.

9.4.3. Définition. Une famille {u1, ..., u,} de vecteurs de E est dite orthogonale si < u;,u; >= 0 pour
tous 1 <, <1 avec i # j; et orthonormée si < u;,u; >= d;5, pour tous 1 < i,5 <.

Remarque. (1) La famille {uq,...,u,} est orthonormée si elle est orthogonale et chaque vecteur est de
longueur 1.

(2) Une base orthogonale (respectivement, orthonormée) de E est une base qui est une famille orthogonale
(respectivement, orthonormée).

(3) Une famille d’un seul vecteur est toujours orthogonale.

On voit aisément que les bases canoniques de R, R(") et R,, [x] sont des bases orthonormées par rapport
au produit scalaire canonique. Réciproquement, on a le résultat suivant.

9.4.4. Proposition. Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire <, >. Une base {u1,...,u,}
de FE est orthonormée si, et seulement si, la matrice de <, > dans {us,...,u,} est I,. Dans ce cas,
(1) Pour tous u = x1u1 + -+ - + xpuy €6 v = Y1ug + - YnUp, ON A

< U,V >=T1Y1 + -+ TpYn-

(2) Pour tout w € E, on a u =< u,u; > up + -+ < U, Uy, > Up.
Démonstration. La partie (1) est triviale. Pour montrer (2), supposons que v = > ., ou;, o; € R.
Alors pour tout 1 < j < n,

n n
< U, Uy >= Ziflai < Uq, Uj >= Ziflaiéij = aj.

La preuve s’acheve.

Exemple. Soit {ei,...,e,} la base canonique de R™. Pour = = (x1,...,2,) € R", x; =< e;,xz >, i =
1,...,n.

On est en train de montrer que tout espace euclidien admet une base orthonormée.

9.4.5. Lemme. Soit {u1,...,u,} une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E.
(1) La famille {ug,...,u,} est libre.
(2) La famille {ajuq, ..., u,} avec a; € R est également orthogonale.
(3) La famille {ul, R T} est orthonormeée.
[Jua ] [l |

Démonstration. (1) Supposons que SBiug + -+ + Bru,. = O, a; € R. Alors pour tout 1 < i < r,
on a0 =< u;,0p >=< Uin?=1 Biuj >= Z?=1 B; < uij,uj >= B; < uj,u; > . Ceci donne f3; = 0 car
< ug,u; ># 0. Ainsi {uq,...,u,} est libre.

(2) Sii# j, alors < oyu;, aju; >= ey < ug, u; >=0.

(3) D’apres la partie (2), la famille

U1 Uy
{||u1||"”’ Iur||}
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est orthogonale. Or pour tout 1 <i <r,

< , >= < ug,up >=
o[ {s]| [ - [l

La preuve s’achéve.

Exemple. On a vu que {1,cost,sint} est orthogonale dans C[0, 27]. Donc {1,cos¢,sint} est libre dans
C0, 27].

9.4.6. Corollaire. Si dim(F) = n, alors une famille orthogonale de n vecteurs non nuls de E est une
base orthogonale de F.

9.4.7. Définition. Soit © € E non nul. Pour tout v € F, on appelle projection de v sur u le vecteur

. <u,v >
r0j,v = ——u
proj, PR
ce qui est illustré par le diagramme suivant:
v
| U
proj,v

Remarque. On voit aisément que v — proj, v est orthogonal & u.

Exemple. Soit {ei,...,e,} la base canonique de R™. Pour tous u = (x1,...,%,), proj.u = x;e;,
1=1,...,n.

9.4.8. Définition. Soient F' un sous-espace vectoriel non nul de F admettant une base orthogonale
{u1,...,u.}. Pour tout v € E, on appelle projection orthogonale de v sur F le vecteur tel que défini
ci-dessous:

projpv = proj,, v +-- -+ proj, v € F.

9.4.9. Proposition. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Pour tout v € E, on a
(1) v — projpv appartient & F*.

(2) d(v, projpv) < d(v,u), pour tout v € F différent de projpv.

Démonstration. (1) Pour tout 1 <i <7, on a

<v,uj; >

I < uj,u; >=<v,u; > — < v,u; >=0.
js Uj

.
< U —Projpv, u; >=<v,u; > —Z
j=1

Par conséquent, v — projpv € Ft.
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(2) Soit u € F. Ecrivons v — u = (v — projpv) + (projpv — u). Comme u,projzv € F, on voit que
v — projpv et projpv — u sont orthogonaux. Ainsi

[l = ull* = [lv = projpvl|* + ||projpv — ull*.

Si u # projpv, alors ||projpv — u|| > 0. D’ou ||v — u||? > ||v — projzv||?. Par conséquent, d(v, projpv) <

d(v,u). Ceci achéve la démonstration.

Remarque. (1) A cause de la propriété énoncée dans la proposition 9.4.9(2), proj pv s’appelle la meilleure
approzrimation de v par des vecteurs de F.

(2) projpv est indépendant du choix de base orthogonale de F'.

Voici la méthode pour trouver une base orthogonale et une base orthonormée.

9.4.10. Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Soit £ un K-espace vectoriel muni d’un

produit scalaire. Soit F' un sous-espace vectoriel de E ayant pour base {uq, ..., u,}. On pose successivement
U1 = u,
V2 = Uz — Proj,, usz,
U3 = U3 — PIOJ,, U3 — Proj,,us,

Up = Up — PIOj, Up — PIOj,, Upr — ==+ — PIOj,, _ Up.
Alors {vy,...,v.} est une base orthogonale de F'. De plus, posant
s
wi:717 iZl,...,’l’,
[[vill
on obtient une base orthonormée {wy,...,w,} de F.

Démonstration. Posons F, =< uj,...,u, >, et donc dimF, = p, p = 1,---,r. On prétend que
{v1,...,v,} est une base orthogonale de F), pour tout 1 < p < r. En effet, c’est vrai pour p = 1. Supposons
que ’énoncé est vrai pour p avec 1 <p < r. Or vp41 = Upy1 — Projp Upy1 € Fpiq, et d’apres la proposition
9.4.9(1), vp41 € FpJ-. En particulier, {v1,...,vp, vpy1} est orthogonale. De plus, vp41 # 0 car upy1 € F.
Ainsi {vy,... ) Up, Up+1} est une base orthogonale de F),11. Ceci achéve la démonstration.

9.4.11. Corollaire. Un espace euclidien admet toujours une base orthonormée.

9.4.12. Théoréme. Si F est un sous-espace de E, alors E = F @ F*+. En particulier,

dim(E) = dim(F) + dim(F?).

Démonstration. Soit {u1, ..., u,} une base de F, qui se prolonge dans une base {u1, ..., Up, Ups1, ..., U}
de E. Soit {v1,...,0r,Up11,...,0,} la base orthonormée de E obtenue en appliquant le procédé de Gram-
Schmidt & {wu1, ..., Up, Upi1, ..., U, }. Comme on a vu dans la démonstration du théoreme 9.4.10, {vy,..., v}
est une base de F'. Comme < v;,v; >= 0 pour tout j > 4, on voit que {v,41,...,v,} est une famille libre de

vecteurs de F-. En outre, pour tout v € F-, d’apres la proposition 9.4.4(2),

n n
v:Z <vv»>v<=2 < V,V; > ;.
i=1 Y K3 1=T+1 s Y 3

D’ott {vy11,...,v,} est une base de F' L. Ceci acheve la démonstration.

71



9.5. Endomorphismes adjoints

Partout dans cette section, on se fixe F un espace euclidien muni d’un produit scalaire <, >. Siu € E,
on voit aisément que
v E—-R:v—<u,v>

est une forme linéaire sur E.
9.5.1. Lemme. L’application
®:F —-E :u—u*

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Démonstration. Il est évident que ® est linéaire. Si u € ker(®), alors < u,v >= 0 pour tout v € E.
En particulier, < u,u >= 0. Comme <, > est définie positive, u = Og. Donc ® est injective. Comme E et
E* sont de méme dimension finie, on a que ® est un isomorphisme. Ceci achéve la démonstration.

9.5.2. Théoréme. Pour T €End (F), il existe un unique T* €End (E), appelé I’adjoint de T, tel que
pour tous u,v € E,
<T(u), v>=<u, T"(v) >.

Démonstration. Soit T € End (E). Alors T €End (E*) est tel que Tt(g) = gT pour tout g € E*.
Comme ® : E — E* est un isomorphisme, T* = ®~1T'® €End (E) est tel que T¢® = ®T™. Ainsi pour tout
veEE, ®(T*(v)) =T"(®(v)) = ®(v)T. Donc pour tous u,v € E,

<T(u),v>=v"(T(uw) =2W)(T(u) = (2)T)(u) = &(T*(v))(u) =< u, T*(v) > .

Enfin soit S €End (E) tel que < u, S(v) >=< T(u),v >=< u, T*(v) > pour tous u,v € E. Alors pour tout
veE, Sw)=T*). Dou S =T*. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. On voit que 1* =1 car < 1(u),v >=< u, 1(v) > pour tous u,v € E.

9.5.3. Théoréme. Soit T € End (E) dont T est ’adjoint. Si {us,...,u,} est une base orthonormée
de E, alors [T*](y,,....u,} est égal a la transposée de [T']

{ut,.oun }e
Démonstration. Posons [T]¢u,,... u,3 = (@ij)nxn €t [T*]tu,. . uny = (0ij)nxn. On a alors T'(u;) =
Z?:1 ajiuj, i=1,...,n; et T*(u;) = > 1  bijui, j =1,...,n. D’apreés la proposition 9.4.4(2), on a

bij =< T*(Uj), u; >=< ’U,j,T(Ui) >=< T(’U,i)ﬂllj' >= ajj.
Ceci acheve la démonstration.
9.5.4. Définition. On dit que T €End (FE) est auto-adjoint si T* = T, c’est-a-dire, pour tous u,v € E,

< T(u),v >=<u,T(v) >.

Exemple. L’endomorphisme identité 1z et ’endomorphisme nul 0 sont tous auto-adjoints.

9.5.5. Proposition. Soit 7' € End (E). Si {u1,...,u,} est une base orthonormée de E, alors T est
auto-adjoint si et seulement si [T]¢,, .. 4, } est symétrique.
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Démonstration. D’apre le théoreme 9.5.3, [T*] = [T]T. Donc T* = T si et seulement si [T*] = [T si et
seulement si [T]T = [T)]. Ceci achéve la démonstration.

Exemple. Soit A € M, (R). Alors

T:R" > R": (x1,...,25) — (T1,...,2p)A

est auto-adjoint si et seulement si A est symétrique.
9.6. Matrices orthogonales et endomorphismes orthogonaux
9.6.1. Définition. Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale si ATA = AAT = I,,, c’est-a-dire
AT = A1,
Remarque. (1) A est orthogonale si et seulement si A7 'est.
(2) Si ATA =1, ou AAT =1,,, alors A~! = AT. Donc A est orthogonale.

(3) Si A est orthogonale, alors det(A) = 1. Si det(A) = 1, alors A est dite orthogonale spéciale.

Exemple. I, est orthogonale car Ig[n =11, =1,.

Dés maintenant, on se fixe F un espace euclidien muni d’un produit scalaire <, >.

9.6.2. Proposition. Soit {uq,...,u,} une base orthonormée de E. Alors n vecteurs vy, ..., v, forment
une base orthonormée de E si et seulement si P{{EZ% est orthogonale.

Démonstration. On peut supposer que P = P{{;’ll:jg est inversible, et donc {v1,...,v,} est une base
de E dans laquelle la matrice du produit scalaire <, > est PTT,P = PTP. Ainsi {v1,...,v,} est une base

orthonormée si et seulement si PT P = I,, si, et seulement si, P est orthogonale. La preuve s’acheve.

Remarque. La matrice de passage d’une base orthonormée a une autre base orthonormée est orthogo-
nale.

Remarquons qu’une matrice A € M, (R) est la matrice des coordonnées de ses colonnes dans la base
canonique de R et AT est la matrice des coordonnées de ses lignes dans la base canonique de R”. En
appliquant 9.6.2, on obtient le résultat suivant.

9.6.3. Théoréme. Une matrice de M, (R) est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une
base orthonormée de R(™) si et seulement si ses lignes forment une base orthonormée de R™.

9.6.4. Définition. Un endomorphisme 7" de E est dit orthogonal si pour tous u,v € E,

< T(uw), T(v) >=< u,v > .

Remarque. Si T est orthogonal, alors T'(u) # Og pour tout u # Og. Donc T est injectif, et ainsi un
automorphisme de E car F est de dimension finie.

Exemple. 1: F - F:u—uet —1: E — E:u+— —u sont orthogonaux.
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9.6.5. Lemme. Soit {u1,...,u,} une base de E. Alors T € End (E) est orthogonal si et seulement si
< T(u;), T(u;) >=< u;,u; >, pour tous 1 <4,j < n.
Démonstration. Supposons que < T'(u;), T'(u;) >=< u;,u; >, pour tous 1 < 4,j < n. Alors pour tous
n n
=3 oui,v =73, Bju; €E,

<T(w),Tw)> = <3y ail(w), 3 BT () >= 31 jen By < T(wi), T(u;) >
= Evllgi,jgn i < uj,u; >=<u,v > .

Ainsi T est orthogonal.

9.6.6. Théoréme. Soit T' € End (E). Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) T est orthogonal.

(2) [|IT(w)|] = ||u||, pour tout u € E.

(3) d(u,v) = d(T(u), T(v)), pour tous u,v € E.

Démonstration. Supposons que T est orthogonal. Pour tout u € F,

lull = V<u,u> = /< T(u), T(u) > = [|T(u)|
Supposons maintenant que ||T'(u)|| = ||Ju||, pour tout u € E. Donc pour tous u,v € E,

d(T(w),T(v)) = |[T(uw) = T(v)|| = [[T(u = )|l = |lu - v[| = d(u,v).

Enfin supposons que d(T(u),T(v)) = d(u,v), ¢’est-a-dire, ||T (v —v)|| = ||u—v||, pour tous u,v € E. En
particulier, ||T'(u)|| = ||u|| pour tout v € E. Or < T'(u) — T'(v), T(u) —T(v) >=<u—wv, u—v > . Ceci qui
donne

<T(uw),T(u) >-2<T(u),Tw) >+ <T(u),T(v) >=<u,u>—-2<uv>+<v,0>.
Par conséquent, < T'(u),T(v) >=< u,v > . Ceci montre que T est orthogonal. La preuve s’acheve.

9.6.7. Corollaire. Soit T' € End (E) orthogonal. Si u,v € E sont tous non nuls, alors 'angle entre u et
v est égal a langle entre T'(u) et T'(v).
Démonstration. Soient 6 I'angle entre u et v, et ¢ 'angle entre T'(u) et T'(v). Alors
<u,v> <T(u),T(v) >
cosf = = = oS ¢.
ull - ol T )] - 1T ()]

D’ou, 8 = ¢. Ceci acheéve la démonstration.

Remarque. La réciproque du corollaire 9.6.7 n’est pas valide.

9.6.8. Théoréme. Un endomorphisme 1" de E est orthogonal si, et seulement si, T" est un automorphisme
et 771 =T,

Démonstration. Supposons que T' est orthogonal. On se fixe v € E. Alors pour tout v € E, on a
< u,v >=< T(u), T(v) >=< u,(T*T)(v) > . Ainsi (T*T)(v) = (v), pour tout v € E. Donc T*T = 1g.
Comme T est inversible, on a T* = T~!. Supposons maintenant que 7* = T, Alors T*T = 1g. Pour tous
u,v € E, on a

<u,v >=<u, T"(Tv) >=<T(u), T(v) > .

D’ou T est orthogonal. Ceci acheve la démonstration.
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9.6.9. Proposition. Soit T € End(E) et soit {uy,...,u,} une base orthonormée de E. Les conditions
suivantes sont équivalentés:

(1) T est orthogonale.

(2) [Ttus,...,u,y est orthogonale.

(3) {T(u1),...,T(un)} est une base orthnormée de E.

Démonstration. On sait que [T*] = [T]7. Ainsi T est orthogonal si et seulement si T* = T~!
si et seulement si [T*] = [T7!] si et seulement si [T]7 = [T]71, c’est-a-dire, [T] est orthogonale. Ceci
montre I’équivalence de (1) et (2). Enfin, {T(u1),...,T(u,)} est une base orthnormée si, et seulement si, la
matrice de coordonnées de {T'(u1),...,T(un)} dans {ui,...,u,} est orthogonale, c’est-a-dire, [T](y,,. . u,}
est orthogonale. Ceci montre I’équivalence de (2) et (3). La preuve s’achéve.

Exemple. (1) La rotation py d’angle § du plan est orthogonale car sa matrice dans la base canonique
est
cosf —sinf
sinf  cosf )’

(2) La rotation pg d’angle § de R3 autour I'axe des x est linbaire et telle que pg(e1) = e1, pglea) =
(0,cos8,sin ), et pg(es) = (0,—sin b, cos ). On voit que py is orthogonale.

qui est orthogonale.

9.7. Diagonalisation orthogonale des endomorphismes auto-adjoints

Partout dans cette section, on se fixe F un espace euclidien muni d’un produit scalaire <, >.

9.7.1. Lemme. Soit T € End(T). Si T est auto-adjoint, alors le polynéme caractéristique xr(\) est
scindé sur R.

Démonstration. Prenons une base orthonormée {ui,...,u,} de E. Comme T est auto-adjoint,
(T tus,...;u,y €St symétrique. Ainsi x7(\) = x(r)(A) est scindé sur R. Ceci achéve la démonstration.

9.7.2. Lemme. Soit T un endomorphisme auto-adjoint de E. Soient w1, us des vecteurs propres de T
associcés a des valeurs propres Aj, Ao respectivement. Si A; £ Ao, alors up et us sont orthogonaux.
Démonstration. On a T* =T et T(u;) = M\jug, ¢ = 1,2. Ainsi

A< Uy, Uy >=< )\1’LL1,U2 >=< T(Ul),'LLQ >=< Ul,T*(Uz) >
= < U17T(U2) >S=< Up, Ao >= g < U7, U > .

Or A\ # Ay entraine que < uj,us >= 0. Ceci acheve la démonstration.

9.7.3. Théoréeme. Soit T' € End(T'). Si T est auto-adjoint, alors il existe une base orthonormée de E
telle que [T]1y,,... u,} est diagonale.

Démonstration. Procédons par induction en n =dim(E). Si n = 1, le résultat est trivial. Supposons
n > 1 et le résultat est vrai pour tout espace euclidien de dimension n—1. D’apres la proposition 9.7.1, il existe
u1 € F non nul tel que T'(u1) = Ajug, A\ € R. Posons v, = ﬁ Alors vy est de longueur 1 et T'(vy) = Ajovy.
Posons F le sous-espace de E engendré par vy. D’apres le théoréme 9.4.12, E = F @ F* et dim(F+) =n—1.
Or pour tout u € F*, on a < v, T(u) >=< vy, T*(u) >=< T(v1),u >=< Moy, u >= A\ < vj,u >= 0.
Ainsi T(u) € F+. Ceci implique que

T :Ft— Ftue T(u)
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est un endomorphisme de F*, qui est également auto-adjoint. Par hypothese de récurrence, il existe une base
orthonormée {vs,...,v,} de F* telle que [T"](y,, . u.3 = diag{Aa,..., An}, A € R. Cest-a-dire, T"(v;) =
t(v;) = Ajw;, pour tout 2 < i < n. D’ou T'(v;) = Ay, pour tout 1 <4 <n. Comme < vy,v; >= 0, pour tout
2 <i<mn, {v1,vs,...,v,} est une base orthonormée de E. Or [T](y, s, ...0,} = diag {1, Az,..., Ay}, Ceci
acheve la démonstration.

R

9.7.4. Théoreme. Si A € M,(R) est symétrique, alors il existe une matrice orthogonale P telle que
PTAP = P71 AP est diagonale.
Démonstration. Considérons ’endomorphisme de I’espace réel R(™ suivant :

T:RM™ RO .y Au.

Comme A est symétrique, T est auto-adjoint. D’apres le théoreme 9.7.3, il existe une base orthonormée
{ug,...,u,} de R™ telle que (Tus,.uny = diag{A1,...,An}. Remarquons que la matrice de passage
de {e1,...,en} vers {uy,...,u,} est P = (uj---uy,), ce qui est orthogonale. Ainsi PTAP = P~1AP =
diag{A1, ..., A\n}. Ceci achéve la démonstration.

9.7.5. Diagonalisation orthogonale de matrices symétriques. Soit A € M, (R) symétrique.
(1) Factoriser x4(A) = (A1 — A)™ -+ (A, — A)"" avec n; > 0 et Aq,..., A\, deux a deux distincts.
(2) Pour chaque 1 <4 < r, trouver une base B; de R(”)(A, ).

(3) Pour chaque 1 <4 < 7, trouver une base orthonormée O; de R(™ (A, \;) en appliquant le procédé de
Gram-Schmidt & B;. Alors © = O U---U O, est une base orthonormée de R(™).

(4) Poser P la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs de 0. Alors P est orthogonale telle que

ni Uz

T _ —1 . 1
PTAP = P7'AP = diag{A1, ..., Ay Ao s An

9.7.6. Diagonalisation orthogonale d’endomorphismes auto-adjoints. Soit 7" un endomorphisme
auto-adjoint de F.

(1) Trouver une base orthonormée {uy,...,u,} de E et calculer A = [T](y, . u,}-
(2) Trouver une matrice orthogonale P telle que P~ AP est diagonale.
(3) Poser (vy...vp,) = (ug...u,)P. Alors {vy,...,v,} est une base orthonormée de E dans laquelle la

matrice de T est P~ 1AP.

9.7.7. Théoréme. Si q est une forme quadratique sur F, alors il existe une base de E dans laquelle ¢
est de la forme diagonale. En outre, une telle base peut étre trouvée de la fagon suivante:

(1) Trouver une base quelconque {uy,...,u,} de E et calculer A = [q](y, ... u,}-

(2) Trouver une matrice orthogonale P telle que PT AP est diagonale.

(3) Poser (v1...vpn) = (uy...up)P. Alors {v1,...,v,} est une base de E dans laquelle la matrice de ¢
est PTAP.

9.8. Exercices
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10.

. Considérer la forme bilinéaire f sur R* définie par:

flu,v) = 22191 — 23y3 + Tays + 201y2 — 201Y3 — 223Y1 + 222y4 — 2T4Y2 + 5T3Ys + ST4ys3.

(1) Trouver la matrice de f dans la base canonique de R*.
(2) Trouver la matrice de f dans la base {(1,1,0,0), (1,0,0,1), (0,0,1,1), (0,1,0,1)}.
(3) Déterminer si f est symétrique ou non.

Trouver la forme bilinéaire f sur I'espace réel R3[x] dont la matrice dans la base {u; = 1 + 22, uy =
1+ z,u3 = x4+ 2%} est diag{5, —1, —2}.
Attention: 11 faut donner la formule explicite de f(ag + a1x + asx?, by + by + box?).
Soit une fonction
f:K® xK® S K (u,0) — flu,v).

Montrer que f(u,v) = det(uv), pour tous u,v € K, si et seulement si f est une forme bilinéaire sur
K® qui satisfait aux conditions suivantes:

(1) f(e1,e2) =1, ot {e1, ez} est la base canonique de K(2).

(2) f(u,u) =0, pour tout u € K*.

(3) f(u,v) = —f(v,u), pour tous u,v € K.
Dans chacun des cas suivants, déterminer si la forme quadratique est définie positive ou non.

(1) q(z1,72,23) = 2% + 323 + 723 + 22122 + 8x273.

(2)  q(z1, 29,73, 74) = T2 + 223 + 220129 — 22003 — 2w074 + 42374.
Pour quelles valeurs de o € R les formes quadratiques sur R? ci-dessous sont-elles définies positives?

(1) q(w1,22,73) = 23 + 623 + 323 + 47122 + 6173,
(2)  q(z1,72,73) = 2% + 523 + 322 + dv120 + 22173 + 20w273.
(3) q(z1,72,73) = 223 + 223 + 2% + 20w 22 + 22273,

(1) Trouver la forme quadratique ¢ sur R3[z] dont la matrice dans la base {fi = 1+, fo = 1+22, f3 =
x + 2%} est diag{2, 3, —1}. Attention: 1l faut donner la formule explicite de g(a + bz + cx?).

(2) Montrer que ¢ est définie positive ou non.

=(Ve)

Montrer que A est définie positive si et seulement si B, C sont toutes définies positives.

Soient B, C' des matrices carrées réelles et

Soit A € M, (R) définie positive. Montrer, pour toute B € My, ».,(R), que BT AB est définie positive
si et seulement si B est de rang m.

Montrer les énoncés suivants pour A € M, (R).

(1) Si A est définie positive, alors les terms diagonaux de A sont strictement positifs.
(2) La matrice AAT est définie positive si et seulement si A est inversible.

Si A est une matrice complexe hermitienne, montrer que les mineurs principaux de A sont tous réels.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Soit A une matrice réelle anti-symétrique. Montrer les énoncés suivants.

(1) A a une valeur propre réelle si et seulement si A est non inversible, et dans ce cas, la valeur 0 est
la seule valeur propre réelle de A.
(2) Les matrices I + A et I — A sont toutes inversibles.

Pour u = (z1,x2), v = (y1,y2) € R?, on pose

< U,V >= T1Yy1 — 2T2Y1 — T2Yo.

Déterminer s’il s’agit d’un produit scalaire sur R? ou non.
Pour f = ag + a1x + agx?, g = by + bix + byx® € Ry[x], on pose
< f,9 >= (ao + a1)bo + (ao + 3a1)b1 + 3azbs.

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.
Pour tous u = a1 + azx + azx?,v = by + bax + b3x? € R3], on pose

f(u,v) = a1by + a1bs + @arbs + asby + 2asbs + asbs + aaszby + azbs + asbs.
Donner les valeurs réelles de o pour que f soit un produit scalaire sur Rs[z].
Considérer la forme bilinéaire sur R suivante:

X1 'A% 1 1
< T2 || Y2 >= (%m — X2 + 953)(%% —y2 +y3) + (r2 — x3)(y2 — y3) + 3x3Ys3.
T3 Ys

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire, et trouver I’angle et la distance entre les vecteurs e; et ey
de la base canonique de R®) pour ce produit scalaire.

Trouver ’angle et la distance entre %sint et %cost dans C[0, T].

Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire. Montrer le théoréme de Pythagore: deux
vecteurs u et v de E sont orthogonaux si, et seulement si,

[l +0l* = [Jul* + [Jo]|.

Donner le produit scalaire <, > sur ’espace réel R3 tel que
{ul = (17 170)a Uz = (1, 0, 1)7“3 = (07 1, 1)}
est une base orthonormée.

Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire avec deux vecteurs non nuls u,v. Montrer
que les énoncés suivants.

(1) L’angle entre u et v est 0 si et seulement si u = av avec o > 0.
(2) L’angle entre u et v est 7 si et seulement si u = av avec o < 0.

Indication: Voir la preuve de I'inégailté de Cauchy-Schwarz.

Considérer 'espace vectoriel réel C[0, 27] muni du produit scalaire canonique. Soit n > 1 un entier.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(1) Montrer que {1, sint, cost, sin2t, cos2t, ..., sinnt, cosnt} est orthogonale.
(2) En déduire la famille {1, sint,sin2¢, ..., sinnt} est libre ou non.
(3) En déduire la famille {1, cost,cos2t, ..., cosnt} est libre ou non.

Considérer les fonctions 1, ¢, sint et cost dans C[0, 7).

(1) Montrer que {1, t, sint, cost} est libre.
(2) Trouver une base orthogonale du sous-espace de C[0, 7] engendré par 1, ¢, sint et cost.
(3) Trouver la meilleure approximation de e’ par les fonctions 1,t,sint, et cost.

Vérifier que les vecteurs suivants de Pespace réel R(2) forment une base orthonormée.

L 2
V5 V5
2 | 1

Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs suivants:

up = (]—7 ]-7 11 ]-)7 U = (17 1»17_1)7 us = (]—7 ]-7 —1,1)7U4 = (3737 ]-7]-)

(1) Trouver une base othonormée de F.
(2) Trouver la meilleure approximation de v = (1,0, 1, 1) par des vecteurs de F'.

Considérer 'espace vectoriel C[0,1]. Soit F' le sous-espace engendré par les fonctions f; = 1, fo = v/t
et f3 =t. Trouver une base orthogonale de F'.

A partir la base canonique de R?, au moyen du procédé de Gram-Schmidt, trouver une base or-
thonormée de I’espace euclidien R? muni du produit scalaire suivant:

< (x1,22), (Y1,¥2) >= T1y1 — T1Y2 — T2y + 3T2y2.

Considérer 'espace réel C|[0, 7] muni du produit scalaire canonique. Trouver la meilleure approximation
de cost par des polynémes de degré plus petit ou égal a 3.

Soit E un espace euclidien. Si X est un sous-ensemble non vide (pas nécessairement un sous-espace)
de F, montrer que
Xt ={u€eE| <z,u>=0, pour tout = € X}

est un sous-espace de E.
On munit R* du produit scalaire <, > défini par
< u,v >= T1Y1 + 2T2y2 + 4r3y3 + 18T4Ys + T1Y3 + T3Y1 + 2T2Ys + 274Y2 + 6x3Y4 + 614Y3.
(1) Calculer F+, olt F est I’espace-solution du systéme suivant:

X1 — X2 -+ r3 — Ty = 0
To — 2x4 = 0.

(2) Trouver une base orthonormée de R* pour ce produit scalaire.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Considérer 'espace euclidien R* muni du produit scalaire canonique. Soit F' le sous-espace de R*
engendré par (1,0,1,0) et (0,2,3,1). Au moyen du procédé de Gram-Schmidt, trouver une base
orthonormée pour F' et pour F*.

Considérer lespace euclidien R3[z] muni du produit scalaire canonique. Trouver 'endomorphisme
T de End(R3[x]) tel que T*(f1) = f1 — 2fa + f3, T*(f2) = 2f1 — fa + f3 et T*(f3) = fa — f3, ol
fi=1l4+x+22 fo =2+ 22, f3 = 2 — 22. Indication: Trouver premierement la matrice de T* dans la
base canonique.

Soient E un espace euclidien et 7" un endomorphisme de FE.
(1) Montrer que (T*)* =T.
(2) Montrer que T est orthogonal si et seulement si T est orthogonal.
(3) Si T? =T, montrer que T est auto-adjoint si et seulement si 77 = T*T.

Trouver des nombres réels a, b, et ¢ tels que la matrice suivante soit orthogonale:

I D
Vi Vi
a2y
Vi Vi
a3 .
Vi Vi

Soit p la rotation de R? d’angle § autour de I’axe des y.
(1) Trouver la matrice de p dans la base canonique de R3.
(2) Vérifier que p est orthogonale.

Vérifier I'orthogalité de la réflexion de Iespace euclidien R? par rapport & ’axe des z
R, :R? = R%: (z,y) — (x, —y).

Dans chacun des cas suivants, trouver la matrice de ’endomorphisme de R? dans la base canonique,
puis déterminer s’il est orthogonal ou non.

(1) T:]R3 HR{B D@y, 2) o Ge—ty+ 2z, 2o+ 2y — 12, —ta+ 2y + 22).

(2) S:R3 = R3: (1,9,2) — (x — 2y + 22,22 — 2y + 2, —2x + y + 22).
Montrer que les matrices orthogonales spéciales d’ordre n forment un groupe pour la multiplication
matricielle.
Soit A = (a;;)nxn une matrice orthogonale. Montrer les énoncés suivants.

(1) Sidet(A) =1, alors ¢;;(A) = a;; pour tous 1 <i,j < n.

(2) Sidet(A) = —1, alors ¢;;(A) = —a;; pour tous 1 < i,j < n.

(3) Une valeur propre réelle de A soit 1 soit —1.

Soit A une matrice réelle symétrique. Si A2 = I, montrer que I — 24 est orthogonale.

Siu € R est un vecteur de longueur 1, montrer que I —2uu” est une matrice symétrique orthogonale.
Indication: Utiliser le numéro précédant.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Soit A une matrice orthogonale et B une matrice triangulaire supérieure dont les terms diagonaux sont
tous positifs. Si AB est aussi une matrice triangulaire supérieure dont les terms diagonaux sont tous
positifs, montrer que A est la matrice identité.

Indication: L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de diagonale positive est fermé pour le
produit et 'inverse.
Soit T un automorphisme orthogonal de E.

(1) Montrer que Ker(T — 1g) = Im(T — 1g)*.

(2) En déduire que si (T — 15)? =0, alors T = 1.

Soit F un espace euclidien de dimension impaire. Montrer que si T est un endomorphisme orthogonal
de E, alors il existe un vecteur w non nul tel que T'(u) = u ou T'(u) = —u.

Diagonaliser orthogonalement chacune des matrices suivantes:

2 010 0 1 1 0
0 2 01 1 -2 2 1
(1) 1 0 2 0 2) 1 2 =21
01 0 2 0 1 1 0

Diagonaliser chacune des formes quadratiques sur R? suivantes:
(1) q(x1,79,73) = 2% + 23 + 23 + 22179 + 27173 + 22273.

(2) q(x1,79,73) = ba? + 5223 + 223 — 8x119 — 4173 + 4273,

Considérer 'espace euclidien C muni du produit scalaire canonique. Soit 7' I’endomorphise de C défini
par T'(a + bi) = (3a + 2b) + (2a + b)i. Vérifier que T est auto-adjoint et trouver une base orthonormée
de C dans laquelle la matrice de T est diagonale.

Soit A = (a;;)nxn une matrice symétrique réelle avec x4(A) = (A1 — A) -+ (A, — A). Montrer que

n n n
E )\? = E E a?».
i=1 i=14—j=1 "

Indication: Considérer la trace de AT A.

Soit A une matrice réelle symétrique. Montrer les énoncés suivants.

(1) A est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.
(2) Si A est définie positive, alors il existe une matrice réelle B telle que A = B2
(3) Si A est définie positive, alors A~! I'est aussi. Indication: Utiliser la partie (1).
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