REVEMENTS DE GALOIS DES CATEGORIES LINEAIRES

INTRODUCTION

En topologie, on utilise les revétements pour étudier les espaces topologiques.

Dans les années 80, cette notion a été introduite par Bongartz-Gabriel aux
catégories linéaires localement bornées pour étudier les représentations des algebres.

Cela est récemment généralisée par Asashiba et par Bautista-Liu aux catégories
linéaires générales pour étudier les catégories dérivées des algebres.

Grosso modo, un revétement galoisien d’algébres 7 : A — A induit un diagramme
commutatif de foncteurs:

modA ————— D%(modA) .

- e

modA D®(modA)

La question est quand m) et 7r>1\7 sont, aussi des revétements galoisiens.

1. REVETEMENTS GALOISIENS DE CARQUOIS

1.1. DEFINITION. Un carquois @ est donné par un couple (Qq, Q1), ou

(1) Qo est un ensemble de points;
(2) Q1 est un ensemble de fleches entre des points a : @ — y, ol = s’appelle source
de « noté s(a); et y, but de o noté b(a).

EXEMPLE.

(1)

(2)

1.2. DEFINITION. Soit () un carquois.
(1) Une suite de n fleches consécutives

a1 QAn

p: T x1 Tp—1 Yy

s’appelle chemin de longueur n. Dans ce cas, on écrit p = oy - - - a,; et © = s(p)
et y = b(p).
(2) A 2 € Qu, on associe chemin trivial e, de longueur 0 avec s(e,) = b(e,) = .
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1.3. DEFINITION. Soit Q un carquois. Etant donnés deux chemins

a1 (6253

p: T z1 Tp—1 Yy

et

Bl 67‘”.
q: Yy Y1 e Ym—1 2,

(1) On définit chemin composé de p, g, noté pq, comme étant le chemin suivant
aq an B1 Bm
T—>2] — Ty ] =YYl —>  —> Y1 ——> 2.

(2) En outre, on définit

ExD =P = Pey €t €5 = €z,

EXEMPLE. (1) Considérons le carquois

G
n

Les chemins sont €,,a,a2,...,a",...,.
(2) Considérons le carquois

B
T T
\_//?z

ol

[e3%
rT—=¥y

Les chemins sont

€x7€y,€z,05,67"}/,01670/}/-

Soit @ = (Qo, Q1) un carquois. Si z,y € Qo, alors Q1 (z,y) désigne I'ensemble
des fleches o : x — .

1.4. DEFINITION. Soient Q = (Qo, Q1) et I' = (I'g, I'1) deux carquois.
(1) Un morphisme de carquois ¢ : Q — I' se compose de deux applications
o :Qo— I'o:x— wo(z)
et
§011Q1*>F1304l—>(pl(0l)

telles que
¢1(Q1(z,y)) € I'i(po(z), po(y)), pour tous z,y € Qo.

(2) Un morphisme ¢ : Q — I" est un isomorphisme si pg et 1 sont bijectives.
(3) Un isomorphisme ¢ : Q — @ s’appelle automorphisme.

REMARQUE. L’action d’un morphisme ¢ : Q — I' s’étend sur tous le chemins de @
de sorte que

(1) w(ex) = €¢4(2), POUr tout = € Qo;
(2) sip=oai---a, avec a; € Q1, alors p(p) = p(a) - (o).
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EXEMPLE. (1) Le morphisme identité
lg: Q= Q:z— 00—«

est un automorphisme de Q.
(2) Considérons les carquois suivants:

AT - T_q i Ty —2s g —2
et
Q: aCx
En posant
o (A)o = Qo x — x
et

1 (A)1 — Q1 a; —
on obtient un morphisme de carquois 7 : A — @ tel que
(o Qign) = ",
pour tous i,n € Z avec n > 0.
Par contre, il n’a y pas de morphisme ) — AZ.

1.5. LEMMA. Si Q est un carquois, alors ses automorphismes forment un groupe
noté Aut(Q).

1.6. DEFINITION. Soient ) un carquois et G un groupe. Une G-action sur @ est
un homomorphisme de groupes p : G — Aut(Q). Dans ce cas, pour tout g € G, on

a p(g) = (p(9)o, p(9)1), et on pose

(1) g -z = p(g)o(x), pour tout z € Qo;
(2) g-a=p(g9)1(a), pour tout o € Q1.
Cette action est dite libre si, pour tous g € G non-identité et x € (g, on a

g-T# .

ExXEMPLE. Considérons le carquois suivant:

a_1 [e7s) aq
Ag : s 1 o T

Pour tout n € Z, on définit
Pt AY = AT 1 x> T 4 > Qg
Il est évident que
p:Z — Aut(AR)
est un homomorphisme de groupes. Ceci donne une Z-action sur AZ. Cette action
est libre. En effet, si n # 0, alors

n-x; = pn(x;) = Tpis = ;, pour tout i € Z.
Soit @) un carquois. Pour tout = € Q, on désigne par z+ I’ensemble des fleches

de source x; et par £~ ’ensemble des fleches de but z. On dit que Q est localement
fini si zT et ™ sont finis, pour tout = € Q.
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1.7. DEFINITION. Soit Q un carquois muni d’une action libre d’un groupe G. Un
morphisme de carquois
7:Q—Q
s’appelle un G-revétement galoisien si les conditions suivantes sont vérifiées.
(1) L’application 7 : QO — Qg est surjective.
(2) Pour tous g € G et u € QoUQy, on a w(g-u) = m(u).
(3) Siz,y € Qo avec mo(x) = mo(y), alors y = g - & pour certain g € G.
(4) Si z € Qq, alors m; induit deux bijections 2t — mo(z)t and 2~ — mo(z)~

REMNARQUE. Pour tout u € Qo U Q1, d’aprés la Définition 1.7, 7~ (u) est une
G-orbite de Q.
EXEMPLE. (1) Considérons le morphisme 7 : A2 — @, ou

a1 (o) aq
A - T_1 o T1

et
Q: aCa:

Si AZ est muni de la Z-action ci-haut mentionnée, alors 7 est un Z-revétement
galoisien. )
(2) Considérons le carquois Q:

Tr_1 Zo T
Yo Y1
_ -1 0 1
TN / N\ / N
Z_9 Z_1 20 21
et le carquois Q:
T
N
v Y
/s
z

On munit Q une Z-action telle que
n-u; = uip1, pour tous u € {x,y, z,a, B,7v};1 € Z.
Alors on a un Z-revétement galoisien comme suit:
T:Q—>Q:u—u, oluc {z,y,z,a, 5,7}
(3) Considerons les carquois suivants:

(e7)) (e 5] (%)
Aoo : Zo T ZTo

Q: aCx

Alors on n’a aucun revétement galoisien A, — Q.

et
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2. CATECORIES LINEAIRES

On se fixe k un corps.

2.1. DEFINITION. Une catégorie k-linéaire C est la donnée

(1) d’une classe d’objets, notée Co;
(2) de k-espaces de morphismes C(X,Y), pour X,Y € Cy;
(3) d’une composition de morphismes

CX,Y)xC(Y,Z2) = C(X,2) : (f,9) = [ 9,

pour tous X,Y, Z € Cp, qui est unitaire, associative, et k-bilinéaire.

EXEMPLE. On a deux catégories k-linéaires suivantes:

(1) Mod-k: les objets sont les k-espaces vectoriels, les morphismes sont les appli-
cations k-linéaires, avec la composition usuelle.

(2) mod-k: les objets sont les k-espaces vectoriels de dimension finie et les mor-
phismes sont les applications k-linéaires, avec la composition usuelle.

2.2. DEFINITION. Soit () un carquois. La catégorie des chemines de @ sur k, notée

k@, est la catégorie k-linéaire telle que définie ci-dessous:

(1) Les objets de kQ sont les points de Q.

(2) Siz,y € Qo, alors (kQ)(x,y) est le k-espace vectoriel ayant pour base ’ensemble
des chemins de x vers y.

(3) La composition des morphisms est induite de la composition des chemines de
sorte que, pour tous chemins p, g, on a

[ pg, st b(p)
p q—{ 0, si b(p)

EXEMPLE. (1) Considérons le carquois

Q: aCx.

Alors kQ a un seul objet z et Endgg(z) = k[a], 'anneau des polynomes en a.
(2) Considérons le carquois

@o (o351 Qo
Aoo : Zo T ZTo

Alors kQ a pour objets z;, avec i > 0; et

k< ep >, sii = j:
(kQ)(zi,zj) =< k<a;---a; > sii<y;
0, sii> g

2.3. DEFINITION. Soit C une catégorie k-linéaire. Un idéal I de C se compose de
sous-espaces I(X,Y) de C(X,Y), pour X,Y € Cy x Cy, tels que

feCX',X),gelI(X,Y),heCY,Y')= fghe (X', Y").
Dans ce cas, la catégorie quotient C/I est définie comme suit:
(1) (€/I)o = Co.
(2) (/D) (X,Y)=C(X,Y)/I(X,Y) pour tous X,Y (C/I)o.
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(3) Si fe(C/H(X,Y)etge (C/I)Y', Z), alors

f9="r9

2.4. DEFINITION. Une catégorie k-linéaire C est dite localement bornée si, pour tout
X,Y € (y, les conditions suivantes sont vérifiées.

(1) End¢(X) est une algebre locale.
(2) Les k-espaces @zec, C(Z,X) et @zec, C(X, Z) sont de dimension finie.

() X2Y=X=VY.

En outre, C est dite bornée si elle est localement bornée et Cy est fini.

2.5. DEFINITION. Soit @ un carquois. Un idéal I de kQ est dite admissible si les
conditions suivantes sont vérifiées.

(1) I se compose de combinaisons linéaires de chemins de longueur > 1.
(2) Pour tout = € Qy, il existe un entier n, > 0 tel que I contient tous les chemins
de longueur > n, dont x est la source ou le but.

Dans ce cas, on appelle (@, I) un carquois lié.

2.6. PROPOSITION. Soit Q un carquois localement fini. Si I est un idéal admissible
de kQ, alors kQ/I est localement bornée.

ExXEMPLE. Considérons k@, ou @ est le carquois suivant:

@ [e5]

UCl‘o T xT9

Pour tous 0 <4 < j, désignons par p;; le chemin de z; vers x;, ne contenant pas o.
On a alors un idéal admissible I de kQ défini par

k<pgot,n=2,3,...,>, si0=1i<y;
I(l’i7l’j): k‘<pij>7 si0<i<jg—1;
0, dans tous les autres cas.

_ Considérons la catégorie quotient kQ) /I. Pour abus de notation, les morphismes
f de kQ/I sont simplement notés f, mais liés par les relations u = 0, avec u € I.
Ainsi

k<egy, 0>, si0=1=y;
k<aj,ar0>, si(i,j)=(0,1);

(kQ/I)(JL‘Z,JL‘j)Z k<5xi >, si0<i=y;
k< a; >, si0<i<i+1=y;
0, dans tous les autres cas,

1ié par les relations 02 = 0 et a;+10; = 0, pour tout ¢ > 0.

2.7. PROPOSITION. Soit C une catégorie k-linéaire. Si Cy est fini, alors

A (C) = ®x yec, C(X,Y)



REVEMENTS DE GALOIS DES CATEGORIES LINEAIRES 7

est une k-algebre, dont la multiplication est induite de la composition de morphismes
de sorte que, pour f : X —Y etg:Y' = Z, on a

[ frg, s Y=Y
fg{o, si Y#Y

En outre, o7 (C) est de dimension finie si et seulement si C est bornée.

2.8. DEFINITION. Si ) est un carquois avec Qg fini, alors &7 (kQ) s’appelle algébre
des chemins de @, notée k[Q].

REMARQUE. k[Q)] a pour k-base I’ensemble des chemins dans Q.

EXAMPLE. Soit @) le carquois suivant:

B
[od T T
r——>y Tz
y
Alors
k[Q] = k<5$7€y7627a75773aﬂ7a7>

= {aiey + asey + aze, + asa + asf + agy + araf + agary | a; € k}.
Réciproquement, on a le résultat suivant.

2.9. PROPOSITION. Si A est une k-algébre sobre de dimension finie, alors on a une
catégorie k-linéaire bornée €' (A) définie comme suit:
(1) €(A)o = {e1,...,en}, un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogo-
noux de A.
(2) €(A)(eise;) = e;Aej, pour 1 <i,j < n.
(3) La composition des morphismes est induite de la multiplication de A.
Dans ce cas, A= o/ (€ (A)).

REMARQUE. Une k-algebre sobre de dimension finie n’est rien qu’une catégorie
k-linéaire bornée. Plus généralement, on travaillera avec des catégories k-linéaire
localement bornées.

3. REVETEMENTS GALOISIENS DE CATEGORIES k-LINEAIRES

Par tout dans cette section, on se fixe C,D des catégories k-linéaires, et G un
groupe.

3.1. DEFINITION. Un foncteur k-linéaire F' : C — D est définie par la donnée
(1) d’un objet F(x) € Dy, pour tout X € Cy;
(2) d’une application k-linéaire
Fxy :C(X,Y) = D(F(X),F(Y)): f = Fxy(f) := F(f).
pour tout (X,Y) € Cy x Co.
(3) F(lx) = 1p(x), pour tout X & Co.
(4) F(fg)=F(f)F(g9) pourtous f: X =Y et g:Y — Z.

3.2. PROPOSITION. Tout morphisme de carquois ¢ : Q@ — I s’étend, par la k-
bilinéarité, a un foncteur k-linéaire ¢ : kQ — kI' entre les catégories des chemins.
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3.3. DEFINITION. Soient E, F : C — D deux foncteurs k-linéaires. Un morphisme
fonctoriel np : E — F se compose de morphismes nx : E(X) — F(X) de D, ou
X € (Cp, tels que, pour tout morphisme f : X — Y de C, le diagramme suivant

commute:
nx

E(X)

F(X)
B(f) J/F(f)
BE(Y)—2 ~ F(Y).

3.4. DEFINITION. Un foncteur k-linéaire F' : C — C s’appelle automorphisme s’il
existe un foncteur k-linéaire £ : C — C tels que Fo F = Fo FE = 1¢.

EXEMPLE. Le foncteur identité
le:C=>C:a—X;f—f

est un automorphisme k-linéaire de C.

3.5. LEMMA. Les automorphismes de C forment un groupe, noté Aut(C).

3.6. DEFINITION. Une G-action sur C est un homomorphisme de groupes
p: G — Aut(C).
Dans ce cas, pour tout g € G, on écrit

(1) g- X = p(g)(X), pour tout X € Co;
(2) g- f = p(9)(f), pour tout morphisme f € C.

3.7. DEFINITION. Soit C munie d’une G-action. Un idéal I de C est dit G-stable si
g-fel, pourtousge Get fel.

On désigne par indC la classe des objects indécomposables de C.

3.8. DEFINITION. Une G-action sur C est dite admissible si, pour tous X,Y € indC,
les conditions suivantes sont vérifiées.

(1) g- X 2 X, pour tout g € G non-identité.

(2) C(X,g-Y) # 0 pour au plus un nombre fini de g € G.

3.9. PROPOSITION. Soit Q un carquois li€ localement fini muni d’une G-action libre,
et soit I un idéal admissible de kQ. Si I est G-stable, alors la G-action sur ) induit
une G-action admissible sur kQ/I.

3.10. DEFINITION. Soit C munie d’une G-action admissible. Un foncteur k-linéaire

F : C — D s’appelle G-revétement galoisien si les conditions suivantes sont vérifiées.

(1) Si M € D, alors M € ind D si et seulement si M = F(X) pour un certain
X €indC.

(2) Si X,Y € indC, alors F(X) & F(Y) si et seulement si ¥ = ¢g- X pour un
certain g € G.

1
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(3) Pour tous X,Y € Cy, le foncteur F induit deux isomorphismes

Fxy ®gec C(X,g-Y) ————= D(F(X), F(Y))

)

et

FXY. Sy Clg- X,Y) ———= D(F(X), F(Y)).

3.11. THEOREM. Soit (Q,I) un carquois lié localement fini, et soit m : Q— Q un
G-revétement galoisien de carquois. Alors

(1) I =n"(I) est un idéal admissible et G-stable de kQ.

(2) Q/I est localement bornée et munie d’une G-action admissible.

(3) Le G-revétement galoisien de carquois 7 : Q — Q induit un G-revétment ga-
loisien de catégories k-linéaires

T kQ/Q — kQ/I.

EXEMPLE. On a vu un Z-revétement galoisien de carquois
T:Q = Q:u;—u, oty € {x,y, 28,7},
ou (Q est le carquois

Tr_1 Zo

T
Yo 71
_ Y- Yo Y1
Z_ Z

22 1 0 21

et @ est le carquois:
T
N
v Y

v

z
Considérons I =< a8 >, un idéal admissible de £Q. Alors
I=r"(I)=<afi|icZ>

est un idéal admissible de kQ, et on a un Z-revétement de catégories k-linéaires
localement bornées

7 kQ/I — kQ/I.
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4. CATEGORIE DE MODULES
Soit C une catégorie k-linéaire localement bornée.

4.1. DEFINITION. Un C-module a droite est un foncteur k-linéaire M : C — Modk.
Un tel module M est dit de dimension finie si )y dim M(X) < oo.

NOTATION. On désigne par mod C la catégorie k-linéaire dont les objets sont les C-
modules a droite de dimension finie, les morphismes sont les morphismes fonctoriels,
avec la composition usuelle.

4.2. PROPOSITION. SiC est une catégorie k-linéaire bornée, alors il existe équivalence
®:modC — mod #(C) : M — ®xec, M(X),

ot (C) est la k-algébre associée a C.

4.3. PROPOSITION. Soit A = kQ/I, ot (Q,I) est un carquois lié. Supposons que

I =<p1,...,pn >, avec p; € kQ.

(1) Un objet M de modA se compose
1) d’objets M(z) € modk, avec x € Qo;
2) de morphismes M («) : M (z) — M(y) de modk, avec a:x — y € Q4.
tels que M(p;) =0,i=1,...,n.
(2) Un morphisme f: M — N de modA se compose d’applications linéaires f(x) :
M(z) = N(z), avec z € Qo, telles que, pour toute o : x — y € Q1,

est commutatif.

ExeEMPLE. Considérons A = kQ / I, ot Q est le carquois suivant lié par les relations
OZMBZ = O, 7 S ZZ

Tr_1 Zo

T
Yo 71
_ Y- Yo Y1
Z_ Z

Z-2 1 0 21

Pour tout a € Qo, on pose

[ k<a>, sia€{z0,21,0};
M(a) = { 0, sinon;

et pour tout o € @0, on pose

M(a) = L, siae{y,ul;
0, sinon;
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Comme M (c;3;) =0, i € Z, on voit que M est un A-module & droite. On représente
M simplement par le sous-carquois suivant:

k<xz >
\

k <y >

k< zg>
Par contre, si 'on pose

N(a) = k<a>, siac{z,z,y,2}
0, sinon;

N(Oé){ 17 Siae{’ylaahﬂ};

0, sinon;

Comme M(a;181) # 0, ¢ € Z, on voit que N n’est pas un A-module a droite.

4.4. DEFINITION. Si C est munie d’une action d’'un groupe G, alors cette action

induit une G-action sur modC telle que, pour tout g € G,

(1) pour tout module M, ona g-M = Mog~!;

(2) pour tout morphisme f: M — N, le morphism g- f : g- M — g- N est défini,
pour z € Cy, par

(9-N@)=flg7"z): M(g~"-2) = N(g~" - z).

4.5. PROPOSITION. Soit C munie d’une action admissible d’un groupe G. Si G est
sans torsion, alors la G-action sur modC est admissible.

5. FONCTEUR D’ABAISSEMENT

Soit A = kQ/I, avec (Q, I) carquois lié localement fini. On fixe un G-revétement
galoisien de carquois
T Q= Q,
ot G est sans torsions et Q est localement fini. Alors I = 7~ (I) est un idéal
admissible et G-stable de kQ tel que
d =50/
est localement bornée ayant une G-action admissible. En outre, le revétement
galoisien de carquois 7 : @ — @ induit un G-revétement galoisien de catégories
linéaires
A= A
La stratégie est de rélier modA et modA. D’abord, la G-action admissible sur A
induit une G-action admissible sur modA, et Bongartz et Gabreil ont construit le
foncteur d’abaissement
7y : modA — modA.

En effet, étant donné un A-module M, on définira 7y (M) € modA de la faccon
suivante.
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Pour tout a € @y, on pose
7T)\(M)(CL) = EBwEW—(a) M('T)7
ot 7 (a) = {x € Qo | 7 (z) = a} est une G-orbite.
Soit : a — b € Q. Pour tout z € 7~ (a), il existe unique a, : x = y € 7 ().
En particulier, y € 7~ (b) et M(a) : M(x) — M(y). Supposons que 2’ € 7~ (a) et
oy x’ =y € n(a). Sia’ # x, alors y # y'. Ainsi, on pose

ﬂ-)\(M)(a) = 69JcE‘n'*(a)]\4<O‘z> : @xew*(a)M(aj) - 69yGTr*(b)]\4(y)'

Comme M s’annule sur I, on voit que 7y (M) s’annule sur I. Cest-a-dire, (M)
est un A-module.

ExEMPLE. Considérons le Z-revétement galoisien
7 kQ — kQ,

ou (Q est le carquois sans relations:

xr_1 Zo T
Yo 71
. Y-1 Yo Y1
X AN AN
zZ_9 Z_1 20 Z1
et @ est le carquois sans relations suivant:
T
N
v Y
/s
z
Considérons le kQ-module M suivant:
k<axg> k<xy>
\ \
1 1
k<yg> k <y >
\ \
k<z_1> k< zy> k<z >

Alors 7\ (M) est le kQ-module suivant:
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k < xg,x1 > 1 0
(o 7)

100 k< >
01 0 Yo, Y1

(0 1 0)
k<z_.1,20,21 > 001

5.1. THEOREM. Le foncteur my : modA — mod4 a des propriétés suivantes.
(1) Si M, N € indA, alors my(M),n\(N) € ind4, et

(M) 2 7my(N) < N Zg- M, pour un certain g € G.
(2) Pour tous M,N € modA, le foncteur T induit deuz isomorphismes

®geq Homy (M, g - N) —————> Hom(mx (M), 75 (N))
et

@gec Hom (g - M, N) Hom 4 (mx (M), 7x(N)).

(3) m\ est un G-revétement galoisien < il est dense.

On dit que A est localement de représentation-finie si, pour tout x € Qo, il existe
au plus un nombre fini de M € ind4 tel que M (z) # 0.

5.2. THEOREM. Si A est localement de représentation-finie, alors
7y : modA — modA

est un G-revétement galoisien de catégories k-linéaires, et il induit un G-revément
galoisien de carquois a translation

TN - Ffl — Iy
entre les carquois d’Auslander-Reiten.

ExXEMPLE. Considérons le Z-revétement galoisien

T kQ — kQ,
oll
Q Toq e g~ gy s I =< |i€Z>.
et
Q: aCx I=<a?>

Le carquois d’Auslander-Reiten de kQ est le suivant:
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L34 T1T2

Le carquois d’Auslander-Reiten de kQ est le suivant:

[

AR
~N—

ol 22 est le kQ-module suivant:

T_1%9



